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Chf TNHHMTV DtTH KIkuiịị Việt 


Phân 1: 

PHƯƠNG PHÁP GIẢI PHƯƠNG TRÌNH, 

BẤT PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 

I. NHỮNG KIỂN THỨC BỔ TRỢ CHO GIẢI PHƯƠNG TRlNH vô TỶ 

1. Giải phương trình bậc 4: 
a) Phương trình dạng: X 4 - ax 2 + hx + c 

Phương pháp: Ta thêm bỏt vào 2 vế một lượng: 2mx" 4- m 2 khi đó phương 
trinh trò thành: (x' + m) 2 - (2m + a)x 2 + bx + c + m 2 

Ta mong muốn vế phái có dạng: {Ax + B) 2 
2m+a>0 




A = b 2 -4(2m + a)(c + irT) = 0 


m 


Vi dụ 1: Giãi các phương trình: 


a) x + \fs +Vx-1=6 

b) 2x 2 - 6x—1 — >/4x + 5 


Giàì: 


a) Điêu kiện: 1 < X < 6 

Đặt y - Vx-"ĩ^0. 

Phương trinh tro thành; y 2 + ựy +5 = 5 


<=> -í 


y 4 - 10y 2 - y + 20 = 0 


Ị 0 < y < \ỊE 

Xét phương trình: y 4 - 10y 2 -y+20 = 0 «> y 4 = 10y 2 + y 20, 

Ta thèm vào 2 vế phương trình một lượng: 2my 2 + m 2 
Khi đỏ phương trinh trơ thành: 

y 4 + 2my 2 + m 2 = (10+2m)y 2 + y + m 2 - 20 

Ta có Ayp = 1 -4(m 2 -20)(10 + 2m)=0o m = —^. 

Ta viết lại phương trình thành: 

y 4 - 9 y 2 + - = y 2 + y+ -<=> y 2 -- - v + - =0 


f 2 ■ 

ệ 

2 

9 ' 

2 

( 1 ì 

) ■ ' 4 

y 

ú 

~2j 


y+ 2 
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Kìíiint phá hí tjntfct chuựêìi iỉê PTbãt PT t hệ PT, bất ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


, 2 __ = v/ 2 . 1. fi — 1 + Vl7 /'T'» 11 — *jĩ 7 

<=> {y - Ỵ - 5)(y + y - 4) = 0 => y= (TM) => X = ——— 

b) Dfêu kiện: X > 

Đặt y = \[ĩx + 5 > 0 thi phương trinh đã cho có dạng: 

y 4 -22y 2 -8y+ 77-Oo y 4 -22y 2 +8y-77 
Ta thêm vào 2 vế phương trình một lượng: 2my~ + m 2 
Khi đó phương trình trờ thành: 

y 4 + 2mý" + m" = {22 + 2m)y 2 + 8y + m“ —77 

Ta cỏ A V p = 1 - 4(22 + 2m)(m 2 —77) = 0 o m = -9 . 


Ta viết lại phương trình thành: 

y 4 -18y 2 +81 = 4y 2 +8y+4o/y 2 - 9 Ị 2 -(2y + 2) 2 =0 

y = -1 + 2 V 2 

y = 1 + 2*/Ì 

b) Phương trinh dạng: X* + ax 13 = bx^ + cx + d 


O(y 2 + 2y-7)(y 2 -2y-ll) = 0 


<TM> 


Ta sê tạo ra ờ vế phai một biểu thức bình phương dạng; Ị x“ + ^ X + m 
Bằng cách khai triển biếu thức: 


x=1-^2 
x = 2 +V3 

2 , a 


f 

) 


f \ 

2 


( 2\ 

2 Í1 

X + — X + m 


4 3 

- X +ax + 

2m + — 

2 J 



4 

k / 


2 2 

X +3IĨ1X + m . 


Ta thây cần thềm vào hai vế một lượng: 
phương trình trớ thành: 


à 2 ’' 

2m + 

4 

/ 


X 2 +amx + m 2 khi đó 


f \ 

2 

a 2 1 

X 2 + — X + m 

= 

2m + ——K b 

2 

• Ị 

4 

/ 


Bây giờ ta cần: ' 


2m +—— + b > 0 

4 


Ayp =(am+ cf -4 


2m + -— + b 
4 


V 


ị m 2 + dỊ = 


m 


0 


4 























Ch/ TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


Ví dụ 2: Giải các phương trinh; 

íì) 2x 2 - 6x - t = %/4x + 5 


b) x 2 =(1-^)(2x-3^ + 3) 


Giai: 


a) Điêu kiện: X > - ^ 

4 


Binh phương hai vê ta thu được phương trình: 

ox 4 -6x 2 + 8x 2 + 2x-l-0ox 4 -6x 3 - Sx 1 -2x + 1 

Tn tạo ra vè trái dạng: (x 2 -3x + m) 2 - X 4 -ÓX 3 + (9 + 2m)x 2 -6mx + m" 

Túc là thêm vào hai vế một lượng là:(9 + 2m)x 2 -6mx+m 2 phương trình 
trò thành: (x 2 -3x + m) 2 =(2m + 1)x 2 -{6m + 2)x + m 2 +1 
Ta cần A YP = (3m +1) -(2m + l){m 2 + 1} = 0 <=> m = 0 
Phương trình trở thành: (X 2 -3x) 2 =(x -1) 2 

= 2+S 


o (X 2 - 4x 4 l)(x 2 - 2x -1) = 0 => 


= 2-S 


thứ lại ta thay các nghiệm 


= 2 + S 


X -1 + >/2 

X=1~VĨ 

thoa mãn phương trình. 

b) Đặt Vx = V > 0 thì phương trình đã cho trơ thành: 

y 4 = (1 - y)(2y 2 - 3y + 3) y 4 +2y 3 = 5y 2 -6y + 3 

Ta tạo ra phương trinh: (y 2 + ỵ + m) 2 = (2m + 6)y 2 + (2m — 6)ỵ + m 2 +3 
2m + 6 > 0 

A yp — (m - 3) 2 — (2m + 6)( m 2 + 3) = 0 
Phương trình trớ thành: (y 2 + y - l) 2 =(2y — 2) 2 

_ -3 + V 2 T (Thoa mãn) 


-I-V2 


Ta cần: 


<=> m = -] 


o (y 2 + 3y — 3)(y 2 - y +1) - 0 


y 
y = 


2 __ 
2 


(Loạt) 


T , x: -3 + V2Ĩ . 15-3V2Ĩ 

Vói V =-—-- — => X = ————- 

2 2 

2. Phương trình vô tỷ cơ bin: 
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Khám phá hí íỊiiỵêí chuyên ỉte PT t bất PJ t hự PJ f hất ĐT- Nguỵềii Trưng Kiêĩi 


^=gí*)~| 


g{x) > 0 
f(x) = g 2 (x) 


Ví dụ 1: Giải các phương trình: 


a) ^x 2 + 2x + 6 = 2x +1 

b) \j2x +1 + Vx = -J4x + 9 


a) Phương trình tương đương vói: 


*>-! 

2 < 
X 2 +2x+ó = (2x + l) 2 


Giai: 


1 


X >-- 
2 


<=> X = 1 


3x + 2x - 5 = 0 
b) Điêu kiện: X >0. Bình phuong 2 vế ta được: 


3x + 1 + 2*^2x 2 +x - 4x + 9 « 2NÍ2X 2 + X = X + 8 <=> 


X > -8 

4(2x 2 + x) = (x + 8) 2 


<=> < 


X > -8 

7x 2 -I2x —64 = 0 


<=> 


X = 4 


X = -■ 


16* 


Đổi chiếu vỏi đíeu kiện ta thấy chi cỏ X = 4 là nghiệm cua phương trình. 

li. MỘT SỐ DẠNG PHƯƠNG TRÌNH VÕ TỶ THƯỞNG GẶP 
i. Giải phương trinh vô tỷ bằng phương pháp sù dụng biêu thức liên họp; 
Dâu hỉệu: 

+ Khi ta gặp các bài toán giá í phương trình dạng: syf(x) + nýg{x) + h{x) - 0 


Mà không thể đua vê một ấn, hoặc khi đưa về một ấn thì tạo ra những 
phương trình bậc cao dẫn đến việc phán tích hoặc giai trực tiếp khó khăn. 

+ Nhám được nghiệm của phương trinh đó: bằng thu cổng (hoặc sù dụng 
máy tinh càm tay) 

Phương pháp: 

• Đặt điều kiện chặt cúa phương trinh ( nếu có) 

Ví dụ: Dổi phương trình: \/x 2 + 3 + 3 = ^2x 2 + 7 + 2x, 

+ Nếu bình thường nhìn vào phu ong trình ta thấy: 

Phương trinh xác định với mọi Xi-R. Nhưng đó chưa phái là điêu kiện 
chặt. Đế giải quyết triệt đê phương trình này ta can đến điêu kiện chặt đó là; 


+ Ta viết lạỉ phương trình thành: Vx 2 + 3 - yỊĩỹr + 7 = 2x - 3 
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3 

2x-3<0ox<^ 

2 

» Nếu phương trình chỉ có một nghiệm x 0 : 

Ta sẽ phân tích phương trinh như sau: Viết lại phương trinh thành: 


\ff(x) ^f(Xọ)+ I í^(x)- , ^g(>í t i) +h(x)^ h(x 0 ) = 0 


Sau đó nhân liên hợp cho từng cặp số hạng với chú ý: 


+ (&-bp? + &b + #?)= a -b 3 

+ (^-b)(^ + b)=a-b 2 


+ Nếu h( x) = 0 có nghiệm X - Xy thì ta luôn phàn tích được 
h(x) = (x~x 0 )g(x) 

Như vậy sau bước phàn tích và rút nhân tử chung x x 0 thi phương trinh 


ban đầu trò thành: (x - x n )A(x) = 0 <£> 

0 


Việc còn lại là dùng hàm số, bất đăng thức hoặc nhũng đánh giá cơ bản đế 
kết luận A(x) = 0 vò nghiệm. 

* Nếu phương trinh cỏ 2 nghiệm X-J ,x-v theo định lý viet đáo ta có nhân tử 

chung sè là: X 2 -(Xj + x 2 )x + X 1' X 2 
Ta thường làm như sau: 

+ Muôn làm xuất hiện nhân tứ chung trong ỉyf(x) ta trù đi một lượng ax+b. 
Khí đó nhân từ chung sè là kết quá sau khí nhân liên hợp cùa 
Ợf(x) -(ax + b) 

+ Đè tìm a ,b ta xéỉ phương trinh: ?^f(x) — (ax + b) = 0 , Đểphuang trình cỏ 


hai nghiệm X],X 2 ta cân tìm a,b sao cho J 


ax 1 + b = ^'(Xị) 



+ Hoàn toàn tương tụ cho các biểu thức còn lại: 
Ta xét các ví dụ sau: 


Ví dụ 1: Giii các phương trinh: 




Giải 

























Kìíiint phá hí tjntfct chniỷhi iỉê PTbãt PT t hệ PT, bất ĐT- Nguyền Trung Kìén 


a) Phân tích: Phương [rinh trong dê bài gôm nhiều biêu thức chứa căn nhưng 

không thế quy về í ấn. Nếu ta lũy thừa dê triệt tiêu dán yT,\T thi sè tạo ra 
phưcmg trinh tỏi thiến là bậc 6* Tù dó ta nghi đến hướng gíái: Sư đụng biêu 
thức liên họp hoặc dùng hàm sổ: 

Tử định hướng trên ta cỏ lòi giai như sau: 

Điều kiện X > 

h 

Ta nhám được nghiệm cùa phương trinh là: X = 1. 

Khi đó ựsx 3 -1 = 75-1=2;^2x^1 =>/ 2 ^ 1=1 
Vì vậy ta phân tích phương trinh thành: 

ì/sx 3 -1 - 2+$2x-l-1 + X~1 = 0 


5x 3 - 5 2x - 2 . . . 

Ị — -+■ J ==- 1 - X — . 

Vsx 3 -1+2 = 0 3[(2x-l) 2 +ặ6ĩ^ĩ + l 

r 

5(x 2 +X + 1) _ 2 . 

ựsx 1 -1+2 ^(2x-l) 2 +^2x-l +1 

_. JT , 5(x 2 + X +1) 2 

kicn X > 3Ị-r thì -+ ■ - --+1 > 

V5x 3 ~ 1+2 ^(2x-l) 2 + ^2x-l+l 

ưng trình đã cho có nghiệm duy nhất X - 2 


<=> (x -1) 

Dề thấy : 
Với điêu 


0 


Nên phương trình đa cho có nghiệm duy nhất X - 2 
b) Đfẽu kiện; xe[2;4 Í 

Ta nhảm được nghiệm cùa phương trình là: x = 3. 

Khi đó Vx-2 =>/3-2 = W4-X =^4^3 =1 
Từ đó ta có lừi giai như sau: 

Phương trình đã cho tương đương với: 

>/x-2-l + 1 -V4-x=2x 2 -5x~3 

<=> .. Jís? - + - x ~ 3 ^ =(x - 3)(2x + 1) 
s/x - 2 -1 l + s/4-x 

^h- 3 ) x4it + ^ 4=- <2x+1) 

>/x-2-l l + \/4-: 


= 0 
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x = 3 


, 1 ■ +--F (2x + 1) = 0 

Vx-2 + l 1 + V4-X 

Đô ý rằng: Với dicư kiện X <E [2;4 I thì: 

l —<1;- * <ĩ;2x + l>5 nên . I — +- ị =r -{2x+l)<0 

\Ịx-2+l 1 + V4-X %/x“2+l 1 + V4-X 

Từ dó suy ra: x=3 là nghiệm duy nhất của phương trình, 

Nhận xét: Dê’ đánh giá phương trình cuối cùng vó nghiệm ta thu óng dùng 


các ước lượng cơ bán: A + B > A với B>0 tủ đỏ suy ra 


A + B 


<1 với mọi 


số A,B thoa mãn 


A+B>0 
B > 0 


Ví dụ 2: Giải các phương trình: 

a) yỊx 2 — ĩ + X - >/x 3 -2 

b) ^r-2Ĩx-(x-4)Vx-7-3x4 28 = 0 


Giải: 


a) Điều kiện: X > ĨỈ2 . 

Ta nhâm được nghiệm X = 3. Nõn phương trình dược viết lại nhu sau: 
íx 2 - 1-24 x-3 = Vx 3 -2-5 


x 2 -9 


■4- X— 3= ■ 


X -27 


\Ịx 2 -1 + 2\Ịx 2 -1 4- 4 i/x 3 —2 4- 5 

, _ x + 3 . X 2 4 3 x + 9 _ 

<^(x-3) ■— -= _ + 1- 7 === =- =0 

1 [nÍx 2 -1+2Ựx 2 -1+4 Vx 3 -2 +5 


<=> 


X = 3 


X + 3 


+ 1- x , 2 + ^ x+ ^ - 0 


^x 2 -1+2v/x 2 -1+4 t/x 3 -2 + 5 


Lvx ”1 +zvx ”1+4 vx -Z+D 
Ta dự đoán: ■ - X — ^ — 41 - x , = = + — < 0 (Bằng cách thay một 

^r ì+ 2 ^~i + 4 Jỹrĩ + 5 

giá tri x> ^2 ta SỄ thay - + - -+ 1- * + 3x t lw)) 

Vx 2 -1+2\/x 2 -1+4 V* 3 -2 + 5 
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Ta sè chửng minh: 


X + 3 

%/x 2 -1 +2\fx“ -1+4 


- , X 2 + 3x + 9 

< 1 và - 

Vx 3 - 2+5 


>2 


Thật vậy: 

+ Ta xét . x — -— < ] <=> 3Ị| X 2 -lỊ~ + 2\jy. 2 — 1 > X -1 

ịự-lf + 2ÌỈJ~ĩ + 4 

Đặt \/x" - I = t > 0 => X - Vt' + ỉ . 

Bất phương trinh tương đương với: 

t 2 + 2t + 1 > i/t 3 + ĩ <=> t 4 + 3t 3 + 6t 2 +4t > 0, Điêu này là hiến nhiên đúng, 
+ Ta xét: 

—— >2ox“+3x-l> 2>/x 3 —2 <=> X 3 + 2x 3 + 7x 2 — 6x + 9 > 0 

vx 3 —2+5 

o(x 2 + x) 2 + 6x 2 —6x + 9 > Ư . Điéu này luôn đủng. 

Tù đỏ suy ra phương trình có nghiệm duy nhất: X = 3 
L>) Điều kiện: X > 7 . 

Đè đơn gián ta dặt \/x = t > ĩf/ => X = t ’ 

Phương trình đã cho trờ thành: 

t 2 -2t-(t 3 -4)4? -7-3r+28 =0 

<=>3t 3 -t 2 + 2t-28 + (t 3 -4)>/t 3 -7 =0 

Nhấm dược t — 2 . Nên la phân tích phương trình thành: 

o4t 3 -t 2 + 2t - 32 + (t 3 -4)1 \/t' -7 —1 ] = 0 



/ y _ \ 1 

5 , \ 

r +2t + 4 


<=>{t-2) 

Ị4r+7t + 16 +(t -4) 

/ 1 



\ / 

^ \V — / 4-1 J 



Đẻ ý rằng 4t“ + 7t +16 > 0 và t ’ > 7 nên ta có 


ị4r +7t + 16ị + (t 3 -4) 


f 7 X 

t +2í + 4 




7+1 


> 0 . 


Vì vậy phương trinh có nghiệm duy nhất t=20)í = 8. 
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Nhận xét: Việc đặt \Ịx = ỉ trong bài toán đê giám sỏ lượng dấu căn da giúp 
đơn giãn hình thức bài toán . 

Ngoài ra khi tạo iiên hợp đo (t ’ — 4) > 0 nên ta tách nỏ ra khỏi biếu thức đế 
các thao tác tính toán được đơn gián hơn, 


Ví dụ 3: Giài các phuơng trinh: 

a) 4-s/x + 3 + <y/l9 — 3x = X 2 + 2x + 9 


h) ^/3x —8 — Vx +1 = 


2X-11 


c) 


I 3 X 2 + 7 
V X ~~ 2(x+l) 


d) 


X 3 + 5x 2 +4x + 2 
x“ + 2x + 3 


= Vx 2 + X 


+ 2 


Giải: 


a) Điều kiện: —3 < X < “ 
/ *• ^ 3 


Ta nhấm được 2 nghiệm là x = 1,x=-2 nên ta phân tích đê tạo ra nhân tử 

chung là: x 2 + x —2. Dê làm được đieu này ta thực hiện thêm bớt nhàn từ 
nhu sau: 

+ Ta tạo ra 4yịx + 3 — (ax + b) - 0 sao cho phương trinh náy nhận X = 1, X = — 2 là 
nghiệm, 

4 

a+b=8 a_ 

Đê có đĩèu này ta cần: ị . o < 


-2a + b = 4 


3 

20 


+ Tương tụ \Ịì9 3x (tnx + n) = 0 nhận X - l,x =' -2 là nghiệm. 


^, „ . m + n - 4 

Tức là í ' _ o 4 

~2m + n = 5 


m = 

3 

13 
n = — 


Từ đó ta phân tích phương trinh thành: 

4 ự^ 3 _Ịi x + |Ị + ỰI^- r H_|j_( x ^ x _ 2 ) = n 

<a>|ị~3jx + 3 ~(x + 5)] + 3 ^ ĩ9 ~ 3X 3 ~ t1 ^ —^-{x 2 - x-2j = 0 

-(x 2 + x-2) = 0 


. 4 
— 

3 





-x 2 -x + 2 -x 2 -x + 2 

3 Vx + 3 + (X + 5 Ị 3 [^3>/ ị 9 — 3xf( 13 — X 







tl 


































Kháĩtĩ phá bí íịuyểt chuyên ife PT, bíì ỉ PT t hệ PT t hât ĐT - Nguyỉỉỉ Trung Kiẽĩt 


-(x 2 -x-2) 


4 1 _ 1 __ + . 

3 3ựx + 3+(x + 5) 3 Ị 3 V 19 ~3x +{13-x) I 

Do thấy vói -3 < X < ^ thì — . -- >0, —r — z -=: 

3 3Vx + 3+(x + 5) 3 3>/l9-3x +(13-x) 1 


>0 


Nên 


4 _Ị_ + _1__ 

3 3Vx + 3 + (x + 5) 3[3Vlộ-3x+(13-x)] 


+ 1 


Phương trình đả cho tương đương vói X + X-2 -0 w 


X = I 

x=-2 


Vậy phương trinh có 2 nghiệm là: X = 3,x = 8 . 

Nhận xét: Nếu đã nhàm được hai nghiệm cua phương trình và dụ đoán 
được phương trình chỉ có 2 nghi ôm thi ta có thế giai theo một cách khác 
ngắn gọn hon như sau: 

Xét hàm số f(x) = 4>/x-t3 + >/19 - 3x - X 2 —2x-9 tròn 


-3; — 
; 3 


19 

Ta thấy X - -3; X = -- không phái là nghiệm, 

_ ( 19 ^ 

Trên -3í“ ta có 

1 3 J 

f'(x) = -£= - , 6 - - 2 x - 2 ;f"fx)-- 4 - - - f 

'/* + 3 ^ ly - 3x Ậx + 3) 3 Ậl9-3xf 

. 191 

nén f(x) = 0 có tôi đa hai nghiệm trên -3;-r- 

^ 3 J 

Mặt khác: f(-2) = f(l) - 0 nôn phương trình có đúng hai nghiệm là 


X = 1 

X = -2 


8 

b) Diêu kiện: X > ^ , 

Phương trình được viết lại nhu sau: 5\/3x — 8 - 5\Ịx + l = 2x — 11 
Ta nhâm được 2 nghiệm X = 3, X = 8 nên suy ra nhân tứ chung là: 


X 2 - 1 lx + 24 







































Ch/ TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


+ Tạo ra 5>/3x - 8 -(ax + b) = 0 sao cho phương trình này nhận x=3,x = 8 
là nghiệm. 


Tức là a,b cần thỏa mãn hệ: ' 


3a + b = 5 
8d + b = 20 


o 


a = 3 
b = -4 


' Ị - - 3m + n=lƯ m = l 

+ Tuông tự với 5%/x + ] - í mx + n) = 0 ta thu được: . __<=>< 

[8m + n = 15 |n = 7 

Phương trinh đã cho trớ thanh: 

5\/3x “8 -(3x-4 )+(.x + 7)-5i/x+T = 0 
-9(x 2 -llx + 24) X 2 -llx + 24 


w 


<w 


— -‘IIATÍ**/ A “I1ẴTÍ4 

sV3x-8 + (3x -4) ( X + 7) + 5n/x7Ĩ 

í X 2 — llx 4- 24 V — - - =^ - -1- ■= - 

' f 5y3x-8 + (3x-4) (x-Ị-7) + 5^X41 


= 0 


o 


X 2 -llx + 24=0 
-9 


-9 | 1 n 

5\/3x-8 +{3x - 4) (x + 7) 4- 5yfx + 1 


-9 


Ta xét A(x) = ■ =— — - + — — ■ r—= ^ 

5y3x-8+{3x-4) (x + 7) + 5Vx + l 

Ta chủng mình: A(x) < 0 tức là: 

_ -9 _ | 1 <0 

5>/3x -8 + (3x - 4) (x +7) + 5 Vx +1 

<r> 5 h/3x - 8 + 3x—4 - 9(x +7 + sVx+T) < 0 

o 3x - 8-5J3x-8 + ^ ^ + X + 45 V* +1 > 0 

4 4 


o 


__ 1 ^ ^ 275 r—— 

V3x - 8 - “ + + X + 45yx +1 > 0. Điều này lá hiên nhiên đủng. 

4 c 'ị 


Vậy phương trình có 2 nghiệm là: x = 3,x = 8 , 

Chú ý: 

Nhừng đánh giá đê' kết luận A(x) < 0 thường là nhùng bất đãng thúc không 
chặt nên ta luôn đưa về được tống các biểu thức binh phương. 
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Khám phá hí íịiiỵểt chuyên ỉte PT t hiìt PT, hệ PT t bíĩt ĐT- Nguỵềiỉ Trung Kiẽĩí 


Ngoài ra nếu tinh ý ta có thể thấy; 5' 1 / 3 'x — 8 + 3x - 4 - 9(x + 7 + 5yỊx + 1) <0 
5\/3x- 8 + 3x - 4 < 9x + 63 + 5 \/81x + 81 Nhung điêu này là hiên nhiên đứng 

do: 5\/3x-8 <5>/81x +81;3x - 4 <9x + 63 với mọi x -^ 

Ngoai ra ta cùng có thế giải bài toán theo cách dùng hàm số ó câu a) 
c) Điều kiện: X > 0 

Ta nhâm được X = l;x = 3 nên biến dôi phương; trinh như sau: 

Ta cỏ: khi X = 1 => • * + ^ t = 2, khi X = 3 => _ x — \ ■ = 2 nên ta trù 2 vào 2 vế 

2(x + l) 2(x + l) 


thì thu được: 


c:Jx7|-2 = 


X 2 +7 


2(x + l) 


- 2 <=> 


\/x 2 + 3 — 2Vx _ X 2 - 4x+3 
'i/x 2(x + l) 


x z - 4x + 3 x z - 4x + 3 X 2 - 4x + 3 = 0 (1) 

. - = -- ' 

v/x 3 + 3x+2x 2(x + 1 ) Vx 3 +3x+ 2x = 2(x+1) (2) 


Giái ( I) suy ra X = l,x = 3 
Giải (2) ta có: 

yfx^ + 3x + 2x = 2(x +1) <=> >/ X 3 + 3x = 2 ox 3 + 3x - 4 = 0 o- X = 1 


Kết luận: Phương trình có nghiệm là X = l;x = 3 
Nhận xét; Ta cũng có thê phân tích phương trình như càu a,b , 
d) Ta có: X 3 + 5x 2 + 4x + 2=(x + 3)(x 2 + 2x + 3) -5x —7 nên bất phương trình 
tương đương vói 

x 3 +5x 2 +4x+2_ ± 2 —/2,T",r 5x+7 „ 

-——-— =Vx +X+2 <=> x + 3-Vx + 2x + 3 - -= 0 

x 2 +2x + 3 x 2 +2x + 3 


<=> (5x+7|- - -- = 

\{x + 3) + Vx 2 + X + 2 X +2x + 3 ; 

(5x + 7) = 0 

1 lì 

—— ! - 2 '1 — -0 (1) 

^ (x + 3) + V X 2 + X + 2 + 2x + 3 











































cty TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


t - t - 2 = 0 <r> 


t = 2 

t —1(L) 


ox 2 +x-2 = 0o 


X - ỉ 

x = -2 


Kết luận: Phương trinh có 3 nghiệm: X - - -- ; X -1; X = -2 


Ví dụ 4: Gỉài các phương trinh: 

a) X 3 - 3x +1 - >/s - 3x 2 

b) 2x 4 - 3x 3 - 14x +16 = (28 - 4x 3 )\kx 3 - 15 

Giải' 

a) Đíẽu kiện: í X l< ^ 

3 

Dùng máy tính bỏ túi ta thu được 2 nghiệm lá: X| = -0,618, x 2 = 1,618 
Từ đó ta thấy Xj+X 2 =l, Xj.x 2 =-1 nên nghi đen nhân tứ chung là 

X 2 —X—1 

Xét \Z8-3x 2 "— (ax + b) = Q sao cho phương trình có 2 nghiệm Xj =-€,618, 
x 2 = 1,618 ta thu được: 


aXị + b = ijỉĩ-3x^ 
ax 2 + b = ^8- 3x 2 " 




-0,6l8a + b = 2,61 Ịa = -1 
l,6l8a + b = 0,38 ^ìb = 2 


Phương trình được viết lại nhu sau 

V8-3x 2 +(2-x> 


: X 3 -2x -1 = yỊs~ 


3x 2 -(2-x) 


<=>(x 2 -x~í) 


x +1 + 




=0 


o 


X J - X -1 = 0 


X + 1 + 


Xét X + 1 + 


Vs-3x 2 +(2-x) 
4 


3x 2 + (2 - x) 


0 




3x 2 + (2 - x) 


=0o(x+lỊ 


& 


3x 2 + (2 -x) +4 = 0 

































Khám phá hí íịiiỵểt chuyên ỉte PT t hiìt PT, hự PT t bíĩt ĐT- Nguỵềiỉ Trung Kiẽĩí 


<=>(x+l) 2 + 2{x + l)\Zs — 3 X 2 +8-3x 2 + 3=0 <=> 


Phương trinh nãy vô nghiệm. 


x +1 + 


yỊs- 


3x~ 


Vậy phương trình ban đầu tương đương với x 2 -x-l=0ox 


15 


+ 3 = 0 


I±s 


b) Điêu kiện: 2x' -15>0ox>?í— 

2 


Ta viết lại phương trình thành: 2x(x 3 - 7) - 3{x 3 - 7) - 5 = 4(7 - x 3 )^2(x 3 -7J 
Đặt t = (x 3 -7)=>*= \/t + 7 vói t >^ 


Phương trinh đa cho trớ thành: 2t^ít +7 — 3t — 5 + 4t\/2t —ĩ =0 
Ta nhàm được t = 1. Nên phán tích phương trinh như sau: 

2t^t + 7-4t + 5t-5 + 4tự2t-l -4t = 0 
o2t[^t + 7-2Ị + 3(t-l) + 4t(>/2t-ì -1) = 0 

/ ^ 


2 t 


<=>(t-l) 


■ t 1 +5(t-l)+4t| 2t 2 

y(t + 7) 2 +2\/t+7 +4 W2t-l+lJ 

2t , _ , 4t 

f ==-~ ~ - -—+ 5-1 - 7 == — - — 0 

^(t + 7) 2 + 2\ft+7 + 4 yj2t^ĩ + ĩ 


= 0 


Dễ thấy vói t à — thi ———-f 5+ -- >0. 

2 ìịit+7) 2 + 2^t+7+4 V2t-1 + 1 

Nhu vậy phương trình có nghiệm duy nhất t = 1 <=>x = 2 

Ví dụ 5: Giài các phuơng trình: 

a) 2 ^ 4 x 2 - X +1 + 2 x = 3\fhc -X 3 + v^x 2 - 4 x + 4 

b) Vẳx+l — Vx + 3 -X +1 = 0 

Giải: 

â) Phương trình được viết lại như sau: 

Jl6x 2 -4x + 4 + 2x = 3\/2x" - X 3 + x/ýx 2 — 4x + 4 
<=> Vl6x 2 - 4x + 4 - >/l6x 2 -4x + 4 = 3^2x 2 -X 3 - 2x > 0 


Suy ra điều kiện để phương trình cỏ nghiệm là 3\/2x 2 - X ’ -2x > 0 

















































Chf TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


<=> 27(2x 2 - X 3 ) > 8x 3 w 35x 3 - 54x 2 < 0 


X = 0 

v< .35 

X <™~ 

54 


Xét X = 0 thoa mãn phương trình, 

Xét x*0. 

Trường hợp 1: X > 0 Chia hai vế phương trình cho X ta thu được: 


f¥ĩ +2 = 3 ễ^ + ffĩ- 

, Í2 7 

Dè đan giản ta đặt y ~ -1 — 

Vt 6 +15 + 2 = >/t 6 + 8 + 3t e* V* 6 + 15-\/t 6 + 8 = 3í-2 


2 , 

- t => - - — 1 = t' . Phương trinh đa cho tro thánh: 
X 


Dẻ phương trinh có nghiệm ta cần: 3t - 2 > 0 o t > — , Nhâm được t = 1 nên 

3 


ta viểt lại phương trinh thành: \[ĩ^ +15 — 4 = >/t^+8 — 3 + 3t — 3 


o(t-l) 


Ịt 3 +iỊ|t 2 + t+iỊ Ịt 3 + i|Ịt 2 + i + i| 


Vt 6 +15 


+ 4 


>/?"+ 


-3 


8+3 


= 0 


Đẽ’ ý rẳng; 


|t 3 +i^t 2 + t+i| Ịt 3 +i)(t 2 +t+i) 

7t 6 • ’= ■ * - L6 " ■ ’ 


7 ? 


<0 nên phương trinh có 


+ 8 + 3 


+ 15 + 4 

nghiệm duy nhất t = 1 o X = 1 

Truông hợp 2: x<0 Chia hai vê phương trinh cho X ta thu được: 


ặt ?!——ĩ =t =>——1=t 3 =} t <—1 

\ X X 


4 4 

X V* 


Phương trinh đà cho trớ thành: 

-yỊỹ + 15 + 2 = -Vt ó +8+3tc^>/t 6 + 8 -%/t 6 + 15-3t + 2 = 0 
Xét hàm số f(t) = \Ị t 6 + 8 — \j t ,n +15 — 3t + 2 vói t < —1 


Taeó:f’(t) = -3 + 3r 


ựt 6 + 8 


15 


<0 do đỏ f{t) >f(-l) = 2 


Suy ra phương trình vô nghiệm. 
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Kìíiint phá hí tjntfct chuyên iỉê PTbtìỉ PTj hệ PT, bãí ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


Tòm lại: Phương trình ban đâu có 2 nghiệm là X = 0, X = 1 

Nhận xét: Trong một phương trình có chứa nhiều dấu v~" ta nên đật ẩn 

phụ là một biêu thúc chứa \T sao cho việc biểu diễn X theo ấn đó là đon 
gián nhất Việc lã này sè giúp cấu trúc phương trình mói đỡ phức tạp hon. 


- 3; -3 


b) Điêu kiện X € 

Ta viết lại phương trinh nhu sau: \j 3x + 1 — x/x + 3 + 1 — X = 0 

2 x-2 ,, 1 ]' n 

<=> — —f +l-x = 0o(2x-2 — ._ - =0 

V3x+l+>/x + 3 vy3x + 1+\/x + 3 


X = 1 


V5x"+Ĩ + \/x + 3 =2 

Xét phương trình: sỊĩx + l + n/x + 3 - 2. Bình phương 2 vế ta thu được: 
4x + 4 + 2^/(3x + l)(x + 3) = 4 <2. ự(3x + l)(x + 3) =-2xc* 


X < u 


V X -10x-3=0 

<=> X = 5 - 1-yỊĨ 

Kết luận: Phương trình có 2 nghiệm là X = 1, X = 5 - 2 77 

Nhận xét: 

+ Ta thấy phương trình có nghiệm X = 1 . Nếu ta phân tích phương trình 

thành %/3x + '1 - 2 + 2 - Vx + 3 + 4 - 4x = 0 thì sau khí liên hợp phương trình 
mới thu được sẽ là: 


3x-3 1 X , . . / ./ 3 1 

—- + —-7==+ 4-4x = 0 <=>(x- 1 ) , -+ -- Ị .—= -4 

y3x + l+2 2+VX+3 l,v3x + l+2 2+yx+3 


= 0 


3 1 

Rõ ràng phương trình hệ quá ,- -h- . —4=0 phức tạp hơn 

%/3x + 1+2 2 + ”Jx + 3 

phương trình ban đấu rất nhiêu. 

+ Dè ý rằng khi X = 1 thi sỈ3x +1 = y[x + 3 nên ta sẽ liên hợp trực tiếp biểu 
thức: \/3x + 1 -7x + 3. 

2, Đặt ẩn phụ dựa vào tính đẳng cấp của phương trình: 

Ta thường gặp phương trình dạng này ờ các dạng biến thê nhu: 

+ ax 2 + bx+c = đ-^px 2 + qx + r (1) 
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Chf TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


+ ax 2 + bx + c = d-^px 4 + qx' + rx 2 + ex + h (2) 

+ A\/ax 2 + bx + c + B^ex 2 + gx + h - C-Ịĩỹr + px + q (*) 

Thực chất phương trình í 4 ) khi bình phương 2 vế thì xuất hiện theo dạng 
(1) hoặc (2). 

Đế giải các phương trình (1), (2)* 

Phương pháp chưng là: 

+ Phân tích biểu thức trong đàu thành tích cùa 2 đa thức P(x),Q(x) 

+ Ta biến đỏi ax 2 + bx +c - mP(x) + nQ(x) bằng cách đông nhất hai vẽ. 

Khi đỏ phương trinh trơ thành: mp(x) + nQ{x) - dyjP(x).Q(x) 

Chia hai vế chơ biếu thức Q(x) >0 ta thu được phương trinh: 

m 4”“ + n = d 7 - Đặt [ - 1 - > 0 thì thu được phương trình: 

Q(X) ]Ị Q(x) 

mt 2 -đt + n = 0. 

Một cách tỏng quát: 

Với mọi phương trình có dạng: 

aP n {x) + bQ n (x) + cF ,ì-k (x)Q k (x) + d 2 ĩjfP(x).Q(x) = 0 thì ta luôn giãi được 
theo cách trên, 

* Một số ví dụ: 

Ví dụ 1: Giãi các phuơng trình: 

a) 2(x" -3x + 2) = +~8 

b) X + 1 + Vx 2 -4x^1 = 3\/x 

c) 4x 2 + 3Ịx 2 -xj>/x + l =2Ịx 3 +lỊ 

Giải: 

a) Điêu kiện: X > -2, 


Ta viểt lạí phương trình thành: 2(x 2 - 3x + 2) = 3^/(x + 2){x 2 -2x + 4) 

Già sú X 2 - 3x + 2 = m(x + 2) + n(x 2 - 2x +4). Suy ra m,n phải thỏa mãn 
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Kỉiãitt f>ìtií hí ÍỊUỈỊCÌ chuyên ifè PT, bút PT, hệ PT, bất ĐT- Ngiíi/ẽn Trung Kiền 


Phương trinh đã cho có dạng: 

-2(x + 2) + 2(x 2 - 2x + 4) - 3>/(x + 2)(x 2 - 2x +4} = 0 , Chia phương trinh cho 


X 2 — 2x + 4 > 0 ta thu được: -2 
Đặt t = 


X + 2 


V X" — 2x + 4 



(x + 2) 


+ 2=0 


(x* -2x + 4) 


(X + 2) 


(X x -2x + 4) 


> 0 ta thu dư ực phiĩơng trình: -2C - 3t + 2 = ữ 


o 


t = -2 


I đot>0==>t = — . 

t = Ỷ 2 Y(x-2x + 4) 2 


(x + 2) = ỉ <ỉ>x 2_2x + 4 = 4(x + 2). 


X - 6x - 4 = ữ <=> 


x ■— 3 + yfĩ 3 
x = 3- n /Ĩ3 


b) Điêu kiện: 


X > 0 
2 




0 <x <2 ~\Ỉ3 
x>2 + s/3 


X" - 4x+1 > 0 
Bình phương 2 vê'cùa phương trinh ta thu được: 

X 2 + 2x + l + 2(x + ì)y[x} -4x + i +x 2 - 4x +1 = 9x 
<=> 2x 2 - ] lx + 2 + 2iJ(x 2 + 2x + l)(x 2 -4x +1) =0 


Giá sử 


2x 2 1 lx + 2 = m(x 2 + 2x + l) + n(x 2 -4x+ !)=>■< 


m + n = 2 
2m-4n = -11 o 
m + n = 2 


m = - — 
2 


n = 


Phương trình trơ thành: 


-^(x 2 + 2x + 1) + |(x 2 -4x +1) + 2 t/(x 2 + 2x + l)(x 2 -4x +1) = 0 
2 2 


Chia phương trình cho X 2 + 2x +1 > 0 ta thu dược: 
-1 + 5 


X 2 - 4x +1 


X + 2x +1 


+ 4. 


Vi „ ^ ^ 

X 2 - 4x +1 


X- + 2x +1 


= 0 . Đặt t = 


f 1 . \ 

X 2 - 4x + l 


X L + 2x +1 


Phương trình 5t 2 + 4t -1 = 0 o 


t = -l 

( 1 1 

1 

X -4x + l 

1 = 


t = - 5 

5 

^ X 2 + 2x +1J 


> 0 ta có 


25 


2n 




Ni Ị LF1 




































Ch/ TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


<=> 24X 2 - 102x+24 = 0 <=> 


1 

X =— 

4 

X = 4 


1 


Kết luận: Phương trình có 2 nghiệm X = X = 4 

4 

Nhận xét: Trong lòi giai ta đã hiến đói: 

(x +1 )\/x 2 - 4x + 1 = yỊõ? + 2x + 1)(X 2 -4x + 1) là vì X +1 >0 
c) Điêu kiộn: X > -1 

Ta viết lại phương trình thành: (X — 1 )|^2x 2 -2x — 2 — 3x\jx + 1 = 0 

X = 1 

2x 2 -2x-2-3xVx+Ĩ = 0 

Xét phương trình: 2x“ — 2x — 2 — 3xr/x+ 1 = 0 <=> 2x 2 — 3x*Jx +1 —2(x + l) = 0 

De thảy x = -1 không phãĩ là nghiệm. 

Xét X > -1 ta chia cho X + 1 thì thư được phương trinh: 

= 2 ( 1 ) 

=-l (2) 




x z 3 X 

: +1 >/x + 1 


2 = 0 <x> 


VxTT 

X 




Giải {!): 


Vx+Ĩ 


= 2o 


Giai (2): 


X > 0 

X 2 - 4x - 4 = 0 

X < 0 


c^x = 2 + 2^2 


= -1 o< 


o X 


= 2 - 2^2 


>/x + 1 IX 2 - 4x - 4 = 0 

Kết hợp đfẽu kiện ta suy ra các nghiệm cũa phương trình là: 

X=tỉx = 2 ± 2sỊĨ 


Ví dụ 2; Giàì các phuơng trình: 

a) 4(2x 2 +1) + 3(x 2 - 2x)^2x - ] = 2<x 3 + 5x) 

b) >/Sx 2 +4x - >/x 2 — 3x —18 = 5-i/x 


c) 


Vsx 2 - 14x + 9 - ựx- - X - 20 - Sn/x + ĩ 


Giài: 


a) Đieu kiện x> ^ 
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Kìíiint phá hí tjntfct chm/hi iỉê PT, bứt PT t hệ PT, biit ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


Phương trình đa cho được viết lại như sau: 


2x 3 - 8x 2 4 lOx - 4 - 3x(x - 2)>/2x- l = 0 
C2>(x -2)(2x 2 - 4x 4 2) - 3x( X - 2)\Ỉ2x — 1 -0 

<=>(x -2)Ị (2x 2 -4x + 2)-3xV2x-1 =0 

x-2 = 0 

(2x 2 -4x + 2)-3xV2x-1 =0 
Xét phương trình: 

2x 2 - 4x 4 2 - 3 xV2x -1 = 0 <=> 2x 2 - 4x 4 2 - 3^x 2 (2x -1) - 0 

f ^ -y _ [ m = 2 

Ta giá sứ: 2x z -4x + 2 = mx“ 4- n{2x -1) J 

[n—2 

Phương trinh tro thành: 2x 2 - 2(2x - 1) - 3-^x 2 (2x -1) = 0 , Chia cho X 2 > 0 
Ta cỏ: 2-2. —— * I - T - = 0 ■ Đặt t = - 0 phương trình mói là: 

pt=-2 

—2t 2 - 3t + 2 = 0 <=> 1 

L2 


Vói t = 4 ta có: 
2 


^ X . ^ =-ịox z -8x + 4 = 0o 
X 2 2 


X = 4 + 2\/3 
x = 4-2-Js 


Nhận xét: 

+ Đối vói phương trình 2x 2 - 4x 4 2-3xi/2x -1 =0 ta cỏ thể không cân đưa 
X vào trong dấu V khí đó ta phân tích: 2x -4x + 2=mx +n(2x-1) và 

chia như trên thì bài toán vẫn được giãi quyết. Việc đua vào /■ là giúp các 
em học sinh nhìn rò hon bán Chat bái toán. 

4 Ngoài ra cần lưu ý rằng: Khi đua một biéư thức P(x) vào trong dã'u 2l \f~ 
thi điêu kiện là p(x) > 0 . Đây là một sai lầm học sinh thường mắc phái khi 
giai toán. 

X 2 -3x-i$>0 

b) Đíeu kiện: ' X > 0 X > 6 


s/sxPiAx ~jJxL- 




























Ch/ TNHH MTV ỜVVH Khang Việt 


Binh phương 2 vế và thu gọn ta được; 2x 2 9x + 9 5-Jx(x 2 - 3x - 18) = 0 

Nếu tn giã sử 2x 2 -9x + 9 = mx +n(x 2 — 3x - 18) thì m,n phải thoa mãn 
n = 2 

m - 3n = -9 điêu này là hoàn toàn vô lý. 

-18n = 9 

Đế khắc phục vấn đẻ này ta có chú ý sau : X 2 — 3x —18 = (x — 6)(x + 3 khi đó 
-Jx(x 2 — 3x —18) = ^x(x — 6)(x + 3) = ^(x 2 — 6x)(x + 3) 

Bây giờ ta viết lại phương trinh thành: 2x 2 - 9x + 9 - 5^{x 2 — 6x)(x + 3) = 0 

m = 2 


Giả sử: 2x 2 - 9x + 9 = m(x* - 6x) + n(x + 3) => 

Nhu vậy phương trinh trơ thành: 

2(x 2 - 6x) + 3(x + 3) - õự(x 2 -6x){x+3) - 0 


-6m 4- II = -9 <=> 
n = 3 


m = 2 
n = 3 


Chia cho x + 3 >0 ta thư được; 2 


f *} \ 

X“ - 6x 
x + 3 


5 , X 

X - 6x 


X + 3 


Dặt t = 


X 

1 

IN 

X 

9 


>0^>2r -5t + 3 = 0o 

x + 3 


V 



+3=0 

t = l 
3 

~2 


Trường hợp 1: t = lo 


2 'N 
X -6x 

x + 3 


= lox -7x-3 = 0o 


7 + >/61 
2 

7 ->/61 


Suy ra X = ^ thỏa mãn đícu kiện. 

Trường hợp 2: 


3 

t=i~» 

2 


|r X 2 - 6x 1 

3 


= -<^>4x 2 - 33x-27 = 0o 

II X + 3 

2 

Ị\ / 


x = 9 


X = 


3 => x = 9 


7 + v /61 

Tóm lại: Phương trình cỏ 2 nghiệm là: X = — 2 ~~ và X =9 
c) Điêu kiện X > 5. 











23 








































Khám phá hí quyêí chuyên ỉte PT t hất PJ t hự PT t bíĩt ĐT- Ngíiỵềii Trung Kiẽĩí 


Chuyến vế bình phương ta được: 2x 2 - 5x + 2 = 5^Ịx 2 - X - 2oj( X + ]) 
Giá sử: 2x 2 -5x + 2 = mI X 2 - X - 2o| + nỊx + 1) 


Khi đó ta có : < 


m = 2 

-m + n = -5 không tồn tại m, n thỏa màn hệ. 
-20 m + n — 2 


Nhưng ta có: Ị X 2 - X - 20 j{ X + 1) = ( X + 4}{ X - 5)( X + iỊ = (x + 4 )Ị X 2 -4x - 5Ị 


Giá sử: 2x 2 -5x + 2 - txịx 2 -4x- sỊ + p(x + 4). Suy ra 


m=2 

-4m + n = -5: 
-5m + 4n = 2 


m = 2 


\n = 3 


Ta viết lại phuưng trình: 2 ỊX 2 - 4x - 5 j + 3( X + 4 ) = 5yjộc “4x — 5)(x + 4) 


Chia hai về'cho x+4>ữ ta thu được: 2 


X -4x - 5 
X + 4 


¥ 2 


-5 


X - 4x - 5 
x+4 


+ 3 = 0 


Đặt t = 


2 J„ = ' 

X - 4x - 5 


x + 4 


> 0 ta thu được phương trình: 2t 2 - 5t + 3 = ũ o 

s + ì/éĩ 

2 j c X = —~ -- 

Trường họp 1: t = 1 o - X - ~ -Ị ~ ^ =lox 2 -5x-9 = 0o 2 _ 

■ " 5-761 


t = l 

1 = 1 
2 


x + 4 


Trường hợp 2: t -^ o —- 5 = ^ <=> 4x z -25x -56 = 0 <=> 

2 x + 4 4 


Kót hợp điều kiện ta suy ra các nghiệm cùa phương trinh là: 


2 

X - 8 

7 

X =—-7 

4 


Ví ciụ 3: Giải các phương trình: 

a) yf>c + 2x + yjĩx -1 = V 3 X” + 4x + ] 

b) X 3 - 3x 2 + 2yj{x + lý - 6 x = 0 


Giải: 
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Chf TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


1 

a) Điều kiện: X > “. 

2 


Bình phương 2 vế phương trình ta thu được: 

X 2 + 4x ” 1 + 2^/(x 2 + 2x)(2x -1) - 3x 2 + 4x +1 X 2 + 1 - i/{x 2 +2x)(2x - 1) - 0 


Ta giả sù: X 2 +1 = m(x 2 + 2x) + n(2x l) <=> 
Phương trinh trơ thành: 


m — 1 

n — -1 o 

2m + 2n = 0 


m = 1 
n = -1 


(X 2 + 2x) - (2x -1) - J(x 2 + 2x)(2x - 1) = Q <=> -f -^-ỉ- ì - J 

X 2 + 2x / VU 2 +2? 

> 0 => -r -1 +1 -0 o t = lll^ĩ 


2x 


+ 1 = 0 


Đặt t = 


2x - 1 

^x 2 +2x 


Vê cơ bản đen đây ta hoàn toàn tìm được X. Nhung vỏi giá trí t như vậy 
việc tính toán sẻ gặp khó khăn. 

Đê khác phục ta cỏ thê xu lý theo hướng khác như sau: 

Ta viết lại: \J(x 2 + 2x)(2x -l) = ự(x + 2K2x 2 - x) lúc này bang cách phân tích 
nhu trên ta thu được phương trinh: 


h2x í -x) + hx + 2)-^(x + 2)(» 2 -x)=0<=> 


2X--X ,/2xỉ z x +1 = 0 


X + 2 


X + 2 


Đặt t = ] — - >0=^t 2 -2t + l =0ot=lo 2x 2 - x = x + 2o X 2 -X-1=0 


<=> X 


x + 2 

l±s 


. Kiếm tra điêu kiện ta thấv chi có giá trị X = — —— là thoa 


2 2 
mãn điều kiện. 

b) Điêu kiện: X > -2 . 

Ta viết lại phuong trinh thành: X 3 - 3x(x + 2) + lj(x + 2) 3 = 0 


Đế ý ràng: 


Nếu ta đặt y = \/x + 2 thi phương trình trớ thành: X 3 -3xy 2 +2ỵ 3 = 0, Đây 
là một phương trình đăng cấp bậc 3. Từ định hướng trên ta có lòi giai cho 
bài toán như sau: 

+ Xét trường hợp: X =0 không thỏa mãn phương trình: 


thi th 
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Kìíiint phá hí tjntfct chuựêìi iỉc PTbãt PTf hệ PT, bất ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


1-3 


(x + 2) ẬX + 2Ỷ 
X 2 X 3 


r “7 ' \L 

Đặt t = x + ~ ta có phương trình: 2t 3 - 3t 2 +1 = 0-0 


t = -I 
2 

t=l 


1 

T rường họp 1: t = - 


o 


Jv + 2 l _ f — — x<0 

v =-^oĩVx + 2 = -xo< - ox = 2-2v3 

X 2 X -4x-8 = 0 


Trường hợp 1: t = 1 

■Jx + 2 


w 


= 1 w Vx + 2 = X o < 


X > 0 
2 


ox = 2 


-x-2 = 0 

Kết luận; Phương trình có 2 nghiệm: X = 2;x = 2-2\/3 


Ví dụ 4; Giải các phương trình: 


a) 2x 3 -X 2 -3x+l = Vx 5 +x 4 +1 

b) sV* 4 +8x = 4x 2 +8 


Giài: 

a) Hinh thức bái toán dễ làm cho người giải bối rối nhưng đế ý thật kỹ ta thấy : 

Chìa khóa bài toán nằm ỏ vấn đề phân tích biéu thức: x' + X 4 +1 
Ta thấy do vê' trái là biêu thức bậc 3 nên ta nghi đến hưởng phân tích: 

X 5 + X 4 +1 - (x 2 + ax + l)(x 3 + bx 2 + cx +1). Đông nhất hai vẽ ta thu được; 
a = l;b = 0;c = ”1. Nên ta viết lại phương trình đã cho thành: 

2<x 3 -x + I)-(x 2 f x + l)-<J(x 3 -x + 1).{x 2 + X + 1) =0 

Chia cho X 2 + X +1 > 0 ta thu được: 

! 


r X 3 - X+1 1 

- 

( 3 , 

X - X + 1 

L-X 2 +X+1 , 

i 

, + X + 1 J 


Đặt t = 


Y 3 „ \ 

X —X +1 

X 2 + x+ 1 


-1 = 0 


> ũ ta có phương trinh: 2t 2 — t — 1 = 0 o 


t = l 


1 


t=“(L) 

2 


Giải t = lo ~— x = I <=> X 3 -X 2 -2x = 0ó 


X + X + 1 


2fi 






x = 0 

X = —1 

,= 2 „„. „ 






































Ch/ TNHH MTV DVVH Khang Việt 


Kết luận: Thử lại ta thấy 3 nghiệm: X = 0, X = — l;x = 2 đêu thỏa mãn. 


b) Điêu kiện: X 4 + 8x > 0 « 


X > 0 

X < -2 


Ta thấy chia khóa bài toán nằm ở việc phân tích biếu thức: 
X 4 +8x=x 4 +4x 2 + 4-(4x 2 -8x + 4) = (x 2 + 2) 2 -(2x-2) 2 


(x 2 -2x + 4)(x 2 +2x) 


Giã sứ 4x 2 + 8= m(x 2 - 2x + 4) + n(x 2 + 2x) => < 


m + n - 4 

-2m + 2n=0<=>m = n= 2 
4m =8 


Phương trinh trờ thành: 

2(x 2 - 2x + 4) + 2(x 2 + 2x)—5 J(x 2 - 2x + 4){x 2 + 2x) = 0 . Chia hai vế cho 
X 2 - 2x + 4 > 0 ta thu được: 2 - "5. f—^ - +2=0. 


X 2 — 2x + 4 V x 2 — 2x + 4 


Đặt t =, I * + ^ X > 0 ta có phương trình: 2t" - 5t+2 = 0 « 


x^ -2x+4 


Trường họp 1: t = 2 « 


1 = 2 

t=Ị 

2 


X 2 +2x 
X 2 - 2x + 4 


= 4o3x 2 - 10x +16 =0 vô nghiệm 


Trường hợp 2: t = -^ « — -- = ỉ cs> 3x 2 + lOx -4 = 0« 

2 X 2 - 2x + 4 4 


X = ■ 


X = 


- 5-/37 

3 

-5+ /37 


-5-n/37 


Kết luận: Phương trinh cỏ hai nghiệm là: " _ 

-5 + /37 

X --—— 

I. 3 

Nhận xét: Ta có thểphân tích: 

\fx 4 +8x =^íxỊx 3 +sỊ = n/x(x + 2)(x 2 -2x + 4) = I^(x 2 + 2x)(x 2 -2x + 4) 

Chú ý rằng: Trong một số phương trình: Ta cắn dựa vào tính đẳng cấp của 
từng nhóm số hạng để từ đá phẩn tích tạo thành nhắn tử chung. 


Ví dụ 5: Giài các phuơng trinh: 
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Kháỉìĩ phá hí íỊiiỵẽi chiiiỷên ỉte PT t hiít PT, hự PT t bíĩt ĐT- Ngíiỵềii Trung Kiềĩĩ 


a) {X + 2)(i/2x + 3 - 2>/x +1) + ^2X 2 + 5x+ 3 -1 = 0 

b) {x 2 + 4)yỊĩx + 4 = 3x 2 + 6x - 4 

c) (X" -6x + ll)7x 2 - X + 1 = 2(x 2 -4x + 7)\/x -2 

Giải: 

a) Đặt \/2x + 3 = a, Vx+7 = b => a, b > 0 

Phương trinh đã cho trờ thành: {a 2 - b 2 )(a -2b)-(a 2 -ab - 2b 2 ) = 0 
<z> (a - 2b)(a - b)(a + b) - (a - b)(a - 2b) = ữ o (a “ 2b)(a - b)(a + b -1) = 0 


Ta CjUV bài toán vè giai 3 phương trinh co bán là: 


72x + 3 -7x + 1 = 0 
2ự2x + 3 - n/x+T = 0 
72x + 3 4- vm — 1 = 0 


vỏi điêu kiện: X > —1 => a > 1, b > 0 

T rường hợp ỉ: 7ix + 3 7x +1 = 0<=>2x + 3 = x+ i<^>x = -2(L) 

Trường hợp 2: 2\Ịĩx + 3 - -s/x + 1 =0o8x + 12-x+lox = —L) 

Trường hợp 3: Vĩx + 3 + 7x71- 1 =0. Vi Tỉx+i> l,7x + 1 >0^>VT>0 

Dẩu bằng xảy ra khi và chi khi X = -1. 

Tóm lại phương trình có nghiỹm dưy nhất X = -1 
b) Điều kiện X > -2 

Ta thấy rang nếu bình phương trực tiếp sẽ dan đến phương trinh bậc 5 

Để khắc phục ta sẽ tìm cách tách X 2 4-4 ra khòt V2x 4 - 4 

Từ đó ta viẽt ĩại phương trình như sau: (x 2 + 4)72x+ 4 + X 2 + 4 = 4x 2 + 6x 

c*{X 2 + 4){72x74 + 1) = 2x(2x + 3)(x 2 + 4>(72x + 4 +1)-2x(ự(2x + 4) 2 -1) 
o (x 2 + 4)(72x + 4 +1) = 2x{72x + 4 + l)(^2x +4 -1) 

Do 7ỈX 4- 4 4- ì > 0 , Phương trinh đã cho tương đương vói 

<=>X 2 + 4 = 2x(>/2x74 — 1) o x 2 + 2x + 4-2x>/2x4-4 =Ũo Ịx -72x + 4 Ịf = 0 


ox = 72x77 o 


X >0 

X 2 -2x-4 = 0 


o X 


= 1 + 75 


c) 
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Kết luận: Phương trinh có nghiệm duy nhất X = 1 + 7^ 







































Ch/ TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


Giả sừ X 2 -6x + ll = m(x 2 - X +1) 4 n(x ■ 2) => 


m = 1 

-m + n = -6om = l,n = -5 
m -2n. = 11 


X 2 - 4x 4 7 = p{x 2 - X +1) 4 q(x - 2) 


P=1 

p 4 q = -4 <=> p - l,q = -3 
p - 2q = 7 


Phương trinh đa cho trò thành: 

[(x 2 -x + l)-5(x-2)]Jx 2 — X + 1 -2|"(x 2 -x + l)-3(x-2) Vx-2 =0 
Chia phương trình cho ~ X 4 l} 2 ta thu được: 


1 ■ 5 * i x _~Ai " 2 Ì J~L + 6 ‘ 

X 2 — X 41 V X 2 — X 4 1 


X -2 Ỹ 

u 2 -x+l J 


= 0 


Đặt t = J * 2 >0 

X 2 -X4l 


t 5 ■) 

Ta thu được phương trình: 6t‘ — 5t - 2t 41 = 0 


+ Nếu t = 1 Oíi=box -2x43 = 0(VN) 

4 Nếu t - ! ^ X 2 - lOx + 19 = 0 <^x = 5±V6 
3 


t = l 

i4 

3 




Kốt luận: x=5±‘Jỏ 

2. Giải phương trinh vô tỷ bang phương pháp đặt ân phụ không hoàn toàn. 

+ Đặt án phụ không hoàn toàn là phương pháp chọn một số hạng trong 
phương trình đế đặt làm ấn sau dó ta quy phương trình ban đầu về dạng 

một phương trinh bậc 2: mt 2 + g{x)t4h(x) = 0 (phương trinh này vẫn còn 
ẩn x) 

4 Ván đẻ cua bài toán là phải chọn giá trị m bằng bao nhiêu đe phương trình 
bậc 2 theo ấn t có giá trị & chẵn I A i=^A(x) l” I như thế viẻc tính t theo X 


se được dè dàng. 
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Khátn phá hi i]iiifêỉ chuyên ifê PT f hât PT ’ hệ PT, hất ĐT - Nguyễn Trưng Kiên 
ax 2 + bx + c + (dx +■ e)^px 2 + qx + r = G hay 

ax 2 + bx + c + (dx + e)ỹỊpx + q =0 thì phương pháp đặt ẩn phụ không hoàn 
toàn tò ra rẩt hiệu quả: 

+ Dê giái các phương trinh dạng này ta thường làm theo cách; 

- Đặỉ Jíịx) = t=> t 2 = f(x) 

- Ta tạo ra phương trinh: mt 2 + g(x)t + h(x) = 0 

Ta có A = [g(x)]~ -4iĩBh(x) = f l {m)x 2 +gj(m)x + h 1 (m), Đê A có dạng 

[A(x) ì" thi điêu kiện cân và đũ là A m = [g ] (m)]" - 4f ì {m),g 1 (m) = 0=> m 

Ta xét các vỉ dụ sau: 

Ví dụ 1: Giải các phu ong trình: 

a) x 2 +1 ~(x -t 1 )\/x 2 -2x + 3 = 0 b) 2^2x + 4 + Wz - X = ^9X 2 + ló 

Giải: 

a) Đặt t = \/x 2 - 2x + 3 > 0 => t 2 = X 2 - 2x + 3 

Phưưng trinh đã cho trò thành: X 2 +1 — (x + l)t = 0 

Ta Bẻ tạo ra phương trinh: mt 2 —(x+ l)ĩ + X 2 +1 - m(x 2 -2x +3) = 0 

(Ta đã thêm vào mt 2 nên phai bớt đi một lượng mt 2 — m(x 2 - 2x + 3)} 

Phu ong trình được viết ĩại nhu sau: 
mt 2 — (x + 1)t+(l - m)x 2 +2mx + I -3m = 0 

=> A = (x +1) 2 — 4m [(1 — m)x 2 + 2mx +1 — 3m 

= (4m 2 -4m + l)x 2 +(2 -8m 2 )x 4- I2m 2 -4m + l 
Ta mong muốn 

A^Iax + B) 2 oA m =(l-4m 2 ) 2 -(12m 2 -4nt + l)(4m 2 - 4tn +1) = 0 m = 1 
Phương trinh mới được tạo ra là: t 2 -(x + l)t -hỉx - 2 = 0 
Ta có A = X 2 -6x + 9=(x —3) 2 


x + l-{x-3) _ 

t = ————-2 
















Chf TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


+ T rường hợp 1; t = lo i/x 2 2x + 3 = 2 <=> X 2 — 2x - 1 = 0 <=> X = 1 ± -Jĩ 

X>1 


+ Trường hợp 2: t = X-1 <=> 


77^ 


2x + 3= x- lo 


Jx 2 - 2x + 3 = x 2 -2x + 1 

Phương trinh võ nghiệm. 

Tóm lại: Phương trình có 2 nghiệm là: X = 1 ± sỊĨ. 
b) Đi’èu kiện: —2 < X < 2 

Binh phương 2 vế phương trinh và thư gọn ta dược: 

9x 2 -16\fe-2x 2 + 8x - 32 = 0. 


Oặt t = \/k-2x 2 ta tạo ra phương trình là: 
mt 2 — 16t —m(8 —2x~) + 9x 2 +8x —32 = 0 
mt" — 16t + (9 + 2m)x 2 +8x—8m — 32=0 

A , = 64-m[(9+2m)x 2 +8x-8m-32] 

= (-2m 2 -9m)x 2 + 8mx + 8m 2 + 32m + 64 
Ta mong muổn A' = { Ax + B) 2 A —0 phái có nghiệm kép . Tức là: 

A^ = 16m 2 - (-2m 2 -9m)(8m 2 +32m +64) = 0o-m = -4 

Tù dó suy ra phương trinh mới là: -4t 2 - 16t + X 2 + 8x = 0 


Tính dược: A' = 4x 2 Ỷ 32x +64 = (2x + 8) 2 


t = 


8 - (2x + 8) _ X 


-1 


t 8 + <2x + 8) X 

-4 2 


+ Trường hợp 1: t = ^ <=> yfs - 2x 2 = ^ ’ 


X > 0 4^2 

4(8-2x z ) = x 2 3 


+ Trường họp 2: 

X 


t = -~-4<3> 
2 


>/s-2x 2 = -ị-4<=> 


X < -8 

4{8-2x 2 ) = (x + 8) 2 


VN 


Tóm lại phương trinh có nghiệm duv nhất X = 


4\ỊĨ 


Ví dụ 2; Giãi các phương trinh: 

a) 4-v/x +1 -1 = 3x + 2\Ịỉ - X + Vl - X “ 


b) 2x 2 + 7x+10 -(3x + 2){2>/x + 2 - <j2x + 5) - 4V2X 2 + 9x +10 = 0 
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)\/l-x 2 +1-X 2 


J*-1 IM 

Giái: 

a) Điều kiện: -I < X < 1. Ta viết phương trinh thành: 

Wx + 1 -2^1-x = 3x + l + ^l-x 2 . 

Bình phương 2 vế ta thu được phương trình mới: 

16(x + 1) + 4(1-x)-16n/Ĩ^x 2 = 9x 2 +6x + 1 + 2(3x + 1 

<=>8x 2 -6x -18 + {6x + 18)^1 -X 2 =0 

Đặt t - \fl — X 2 ta tạo ra phương trình: 
mt“ + (6x + 18)t + (8 + mjx“ “6x — 18 - m = 0 

Cỏ A' = (3x + 9) 2 -ựn (8+m)x 2 -6x-18 — 

-(9-8m - m 2 )x 2 +(54 +6m)x + m 2 + 18m +81 
Ta mong muôn 

A = (Ax + B) 2 oA' m =<3m + 27) 2 -(9-8m-m 2 )(m 2 +18m + 81) = 0 
Tử đó tính được m - —8 

Phương trình đã chơ trơ thành: -8t 2 + (6x + I8)t - 6x - 10 = 0 
Ta ráA‘= (3x + 9)" -8(óx +10) = (3x +1) 2 
-3x - 9 -(3x + 1) _ 3x + 5 


Suy ra 


t = 


t = 


-8 

-3x - 9 + (3x + i) 
-8 


= 1 


Trường hợp 1: t = 1 \Ịl — x“ =lox = 0 thoa man điêu kiện 
Trường hợp 2: t = ^ x ^ l ~ - <=> 4\/l - X 2 = 3x + 5 <=> 16(1 - X 2 ) = 9x 2 + 30x + 25 

16(1- X 2 ) = 9x 2 + 30x + 25 Có 25x 2 + 30x +9 = 0 ■* -| 

3 

Thú lại ta thấy: x=-^ thỏa mãn phương trình: 

3 

Kết luận: Phương trình cớ 2 nghiệm X - 0,x = —— 

5 

Chứ ý: o bước cuối cùng khi giai ra nghiệm ta phái thú lại vì phép bình 
phương lúc đau khi ta giái là không tương đương* 
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Từ dó ta cảrt lưu Ý: Khi giải một phương trình mà các phép dặt diêu kiện 
phức tạp ta có thê bỏ qua bước nà 1 / nhung khí giải xong phương trình ta 
phai thử lại vào phương trình ban đầu dê tìm nghiệm chỉnh xác . 

b) Điêu kiện: X > -2 , 

Đặt t = 2ựx + 2-V2x + 5 thì t 2 = 6x + 13- W2x 2 +9x + 10 
Phương trình đã cho trở thành: r - (3x + 2)t + 2x 3 + X - 3 = 0 


Ta có À ó 9x 2 + 12x + 4 - 8x 2 - 4x + 12 = (x + 4) 2 => 


t = 2x + 3 
t=x-l 


Trường hợp 1: t = 2x + 3 <=> 2\/x + 2 - \Ỉ2x + 5 = 2x + 3 . 

Để ý rằng: 2x + 3= 4(x + 2) -{2x + 5) = |2\/x + 2 - V2x + 5 ỊỊ2>/x + 2 + yỊĩx + 5 Ị 
Nôn ta cỏ: 

ịljx + 2 - -Jĩx + 5 )ịl^Ịx + 2 + >/2x + 5 ) = (2Vx + 2 - V2x + 5) 

2Vx + 2 - V2x + 5 = 0 
2yfx + 2 + i/ĩx + 5 — J 

~2>/x+2-V2x + 5=0 

2>/x + 2 + \/2x + 5 = 1 



Trường hợp 2 :t = x-l 2>/x + 2 - >/2x + 5 = x- I 

(2-s/x + 2 -yỊĩx + 5)(2>/x + 2 + >/2x 4 - 5) = (x-l)(2>/x + 2 + -s/2x + 3) 

<“> (2x + 3) = X — l)(2-\/x + 2 + V2x + 5} 

De thấy X - I không phải là nghiệm nên phương trinh tương đương với: 

o = 2>/x + 2 + V2x + 5 o ljx + 2 + ^2x + 5 - ĩmẬ = 0 
X — 1 x-1 

Nhận thấy trên mồi khoảng (-2;1) và (l;+*>) 
hàm số f(x) = 2yỊx+2 + yỊĩx +5 - + 3 liên tục và có 

X—1 

1 1 5 , ^ „ 

f'(*) = -T= _ +- ■■ +-——— > 0 nên hàm số đồng biến. Suy ra trên mòi 

VX + 2 v2x + 5 (x-1) 2 

khoáng đó phương trình có nhiẻu nhất một nghiệm. 

Xét trên khoang (—2;1) ta có f(-2) > 0 nên phương trình vô nghiệm 





























































Kìíiint phá hí tjntfct chuựêìi iỉê PT, bứt PT t hệ PT, bất ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


Xét trên khoảng (l;+x) cố f(2) — 0 nên phưcmg trình có nghiệm duy nhất 
X = 2 

3 

Tóm lại phương trình đa chó có đúng 3 nghiệm: X - ,x - 2,x - —2 


Ví dụ 3: Giàì các phương trinh: 

a) 1 ũx 2 —9x — HxìỊĨx^ -3x+ 1+ 3 = 0 
h) X 3 +6x 2 -2x + 3-(5x-l)Vx 3 + 3 = D 


Giải: 


a) Điều kiện: 


X>1 


x< 


Đặt t = V2x^-3x+l ta tạo ra phương trình: 
mt 2 -8xt + {'10 -2m)x 2 4- (3m“9)x + 3-m = 0 

Ta có A = 16x 2 mị (10 - 2m )x 2 + (3m - 9)x + 3- m Ị 

= 16x 2 — m (10 - 2m)x 2 + {3m — 9)x+3—m Ị 

= (2m 2 -10m + 16)x 2 + (9m-3m 2 )x + rn 2 - 3m 
Ta can : A =(9m -3m" } 2 - 4{2m 2 -lữm +16)(m 2 -3m) = 0 => m = 3 


Phương trình đa cho trỏ thành: 3t 2 - 8xt + 4x 2 = 0 C 5 - 


2 

t = ^x 
3 

t = 2x 


X > 0 

9(2x 2 -3x +1) = 4x 2 


1 rương nợp í: 

t = “X <=>■ 'J2x^ r ~3x + ] = ịx o 

3 3 ì 

lC 3 

X - — 

« ? 

3 

X =3 

L 7 

/n—I—T „ fx>0 1 

Trường hợp 2: t = 2x <=> v2x - 3x + 1 = 2x <=> _<=>x = 2- 

& K |-3x + l = 0 3 

3 3 1 

Kết luận: Phương trinh có 3 nghiệm: x = ^,x = ^,x = 4- 

_■ .^^7 2 7 3 


X >0 

14x 2 - 27x + 9 - 0 
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b) Điều kiện: X > 1 . 

Đật t = V x? + 3 > 0 o X 3 = t : - 3. Do hệ sô' của X 3 trong phu ong trinh là: I 
Phương trinh đã cho trò thành; 1" -(5x-l)t + 6x 2 —2x = 0 
A = (5x -1) 2 — 4{6x 2 —2x) = X 2 - 2x + 1 - (x -l) 2 . 

(5x-l)-(x-l) 


Suy ra: 


t = 


= 2x 


t = (5x-i) + (x-l) =3x _ 1 


Truừng họp 1: vx^ + 3 = 2x4* < 


X > 0 

X I - 4x 2 + 3 = 0 


X = 1 


3+Vãĩ 

2 

3-ạ/ÌĨ 


Trường hợp 2: V* 3 +3 = 3x-l o H 


x>ị VƯ 

3 

X 3 -9x 2 + 6x + 2 = 0 


(L) 

X = 1 

x=4+lS 


X = 4 - 2\Ỉ3(L) 

3 -f Vịí?! _ 

Tóm lại phương trình có 3 nghiệm: X = 1, X =--- t x = 4 + 3\ỊĨ 

Ví dụ 4: Giải các phương trình: 

a) \Ịd-x -X 2 - 5 

b) X A -2&X 2 +X + 3-S-0 

c) 8x 2 + 3x + |4x 2 + x-2|>/x + 4= 4 


Giải: 


a) Đíou kiện: 


X < 5 

X 2 > 5 


Bình phương 2 vế ta thu được: 5 2 - (2x 2 +1)3+x + X 4 = 0 
Ta coi đây là phương trình bậc 2 cứa 5 ta cỏ: 

A = (2x 2 +l) 2 -4(x + x 4 ) = 4x 2 -4x + 1=(2x + 1> 2 


Từ đó suy ra 


1 5 2 

5 = ^(2x* + 1 + 2x -1) -x z +x 

5 = “(2x 2 +1 -2x + 1) = X 2 -X +1 

2 
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Truônghợp 1: x z + x- 5-0» 


X = 


X - ■ 


Truông hựp 2: X 1 - X - 4 = 0 


— 1 —>/21 
2 

1 +V 2 Ĩ 

2 

Ĩ-Jịỹ 

2 

1+4Ĩ7 


Đối chiêu vói điêu kiện ta có 4 nghiệm đêu thỏa mãn phương trình, 
b) Ta víểt lại phương trinh thành: 3— {2x 2 + l)-s/3 + X + X 4 =0 

Ta coi đây là phương trinh bàc 2 cua V 3 ta cỏ: 

A = (2x 2 +l) 3 -4(x + x 4 ) = 4x 2 -4x + I=(2x+I) 2 


Tù đó suy ra 


^3 =|(2x 2 +1 + 2x -1) = x 2 + X 
43 = -^(2x 2 +1 -2x +1) = X 2 - x+ 1 


o 


2 

X +x 


-V3=0 


X 2 - X +1 - ^ = 0 


Giãi 2 phương trình trên ta thu được các nghiệm của phương trinh đã cho 

. —1 ± 4l + 4^/3 “1 + yỈ4'j3 — 3 

là: X = —-— -i—- — hoặc x = —- 

2 2 


c) Đi'ẻu kiện X > -4 

Ta viết lại phương trì nh thành: X + 4 + Ị4x 2 + X - 2 Ị i/x + 4 +8x 2 + 2x - 8 = Q. 

Cơi đây là phương trinh bậc 2 ẩn Vx + 4 thì 

A-Ị4x 2 +x-2j| -4|sx 2 + 2 x-sỊ = Ị4X 2 +.X-6Ị . 

%/x + 4 = -2x 
4% + 4 - 2x +1 

Giải 2 trường họp ta thu dược các nghiẹm của phương trình ỉà: 

l~4íỏ 


8 

- 3 + 4^7 



Tù đó suy ra 
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Ví dụ 5; Giài các phương trình: 

a) 3(i/2x 2 +1 -1) = X(1 + 3x + 8xfex 2 +l) 

b) x/X 2 + 3x + 6 + M^x 2 -1 = 3x +1 


Giải: 

a) Ta viết Lại phương trình thành: 3x 2 4-x + 3 + (8x - 3)V2 x 2 +1=0. 

Dặt t = V/.x • ì > 0 suy ra t 2 = 2x 2 +1. 

Ta tạo ra phương trình: mt 2 + (8x — 3)t + (3-2m)x" + X + 3 — m = 0. 

Ta cỏ A = (8x — 3)“ — 4m< (3 -2m)x' + X + 3 — m = 

= (8m 2 -12m+64)x 2 -(48 + 4m)x + 4m 2 -12m +9. 

Ta cân A' m = (24 + 2m)" — (8m 2 — 12m + 64)(4m“ — 12m +9) =0 ^ m =3 
Phương trình trở thành: 3t 2 + (8x - 3)t - 3x 2 + X = 0 . 

Ta cỏ: À = (8x-3) 2 -12.{-3x 2 4- x) = IQOx 2 -6ƠX + 9 = (lữx -3) 2 . 


Từ đó tinh được: 


t= 3-8 x -(10x-3) = _ 3x + 1 
6 

_ 3 -8x4- (lOx - 3) _ X 
6 3 


_ íx<- 

Truờng hợp 1: ^2x 2 4-1 = -3x 4-1 <z> j 3 

19x 2 -6x 

JT-Z—7 X fx<0 

Trường họp 2: v2x 4-1 = - — <=> < - 

3 17x 2 +9 = 0 


<^>x =0 


9x -6x = 0 
x<0 

VN 


Vậy phương trình có nghiệm duy nhất: X = 0 
b) Điều kiện: X > —Ị=:. 

V2 


Ta viết lại phương trình thành: ■'/x 2 + 3x + 6 = 3x + Ị — ^2x 2 — 1 . 
Bính phương 2 vế và thư gọn ta được phương trình mới: 

10x 2 + 3x - 6 - 2{3x + I)V2x 2 -1=0 


Dặt t = >/2x 2 — 1 > 0 suy ra t 2 = 2x 2 -1, 

Ta tạo ra phương trình: ml 2 — 2(3x + l)t + (10 — 2m)x 2 + 3x — 6 4- m 3= 0 . Ta có 
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A' = (3x41) 2 — mỊjrO-2m)x 2 4 3x-6+mJ 

= (2m 2 - lOm + 9)x 2 4(6-3m)x- m 2 +6m 4 1. 

Ta cân A ni = (6 - 3m) 2 -4(2m 2 -lOm 4 9){-m 2 4 6m 41) = 0 => m =4 * 
Phương trình trò thành: 4t 2 - 2(3x+l)t + 2x 2 + 3x - 2 - 0 . 

Ta cổ: A' ' = (3x 41) 2 - 4.(2x 2 4 3x - 2} = X 2 - 6x 4 9 = (x - 3) 2 . 

3x 4 ĩ -(x - 3) X 4 2 


Từ đó tính được: 


t = 


t = 


4 2 

3x 4 1 + (x - 3) _ 2x -1 
4 ' = ’ 2 


Trương hợp 1: \f2iC -1 = 


X 4 2 


c^> < 


X > -2 

7x 2 - 4x - 8 = 0 


<=> 


X = 


2 + 2yỊĨỈ 

7 

2- 2\ỈỈ5 
7 


2 4 2iJĨ 5 

Đối chiếu với điêu kiện ban dầu ta thấy chi cỏ X -—— là thỏa mãn 


điêu kiện 


Trường hợp 2: ^2x 2 - l = o < 


X>1 

2 


o 


4x 2 4 4x — 5 = 0 


X = 


X = 


- 1 -^ 

~Y~ 

- 14^6 


Dổi chiếu với điêu kiện ban đau ta thây chi có X =• - là thoa mãn đĩêu 

kiện, 

Tr -. r _ L __ u;fi |1 2 + 2 TĨE x _-1 4 ì/ó 

Vậy phương trinh cỏ 2 nghiệm là: X = —— - và X = —-— 


PHƯƠNG PHÁP hàm số 

Dàu hiệu: 

4 Bài toán phương trinh giai bằng phương pháp hàm sổ thường có đặc điếm 
là luôn đưa về được dạng: fỊu(x)] = t| v(x)J trong đó hàm số đặc trưng 

thường là hàm đan điệu tăng hoặc đon điệu giảm trên miền xác định D 
4 Đặc đỉếm nôi bật nhất ta có thế dễ phát hiện lá: Trong phương trinh có nhiêu 
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Ta thường giát các phương trình dạng này theo cách: 

Cách 1: 

+ Đưa phu ong trình về dong f(x) = G vói X e D 
+ Xét hàm số y - f(x) trên D. 

Chứng minh f’(x) > OVx e D hoặc í h (x) < OVx € D 
+ Nhẩm một nghiệm X = x 0 . Dựa vào tính chất cua hàm số đon điệu ta suy ra 
nghiệm đõ là duy nhất. 

* Ta xét cảc vi dụ sau: 

Ví dụ 1: Giòi các phương trình sau: 

a) \fx-i + X 2 - 7 + \fx + 6 = 0 

b) ^(x-1) 2 -2yfx -1 —(x - 5)<ựx -8 -3x + 31 =0 

GĨaii 


a) Điều kiện X > I. 

Ta thấy X = 1 khởng phải lá nghiệm của phưong trinh: 

Xét hàm sô' f(x) = -Jx -1 + X 2 —7 + ^x + 6 - 0 trên (1; -kc) ta cỏ 

X 1 

p(x) = — +2x4-- > 0. Vì vậy hàm sô đồng biến trên (1; +x) 

2yx-ĩ 3^(x + 6) 2 

Mạt khác ta có: f(2) = 0 => X = 2 là nghiộm duy nhất cùa phương trình. 

b) Điều kiện: X > 8 . 

Đe đon gián hình thúc của phương trinh ta đặt s/x - l = t => t > \Ỉ7 
Phương trình đả cho trơ thánh: t 2 2t (t 3 - 4)'Jl' 7 -3t 3 + 28 = 0 
<=> 3t 3 -1 2 + 2t -28 + (t 3 - 4)x/t 3 -7 =0. Nhận thấy t = $7 không phải là nghiệm. 
Xét hàm số f(t) = 3t 3 - 1 2 + 2t - 28+(t 3 - 4)7t 3 -7 trên ị$7ĩ +ocỊ. 

Ta có frt) = 9t 2 -2t + 2 + 3t 2 ^t 3 -7+ ^ == ■ Vì 9t 2 -2t + 2>0 nên suy 

ra f'(t) >0Vt e (^7;+-x). Như vậy hàm số í(t) luôn đồng biến trên 
ị\Ị?-+(x Ị. Ta có f(2) = í) => t = 2 là nghiệm duy nhat của phương trình: 


Tù đó suy ra phương trinh ban đau cỏ nghiệm duy nhất: X = 9 
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Ví dụ 2: Gỉái các phuong trinh sau; 

a) 2x 4 - 3x 3 -14x+16 = (28-4x 3 h/2x 3 -15 
h) 2^4x 2 - X + \ + 2x = 3\/ĩx 2 - X 3 + >/9x 2 -4x + 4 


Giải: 

a) Điều kiện: 2x 3 -1 5 > 0 e> X > 

Ta viết lại phương trinh thành: 2x(x ’ - 7) — 3(x 3 - 7) - 5 = 4(7 - X 1 )^2{x 3 -7) 

Đặt t=(x 3 "7)=>x=?t + 7 với t>^ 

Phương trình dà cho trõ thành: 2t\/t+7 -3t -5+4t\/2t—I — 0 

Dễ thấy t = ^ không phai là nghiệm cùa phưong trình, nên ta chỉ giãi 


;+co 


phương trinh với những giá tri t <E 

Xét hàm số f(t) = 2t\/t + 7 -3t -5 + 4t^2t -1 trên Ị 

Ta có f('t) = 2^t + 7 + _■ 2t -3+W2t- 1+ . 4t . 

3^(t + 7) 2 sịlt-ì 

I ị;ịx> j thì 2^t + 7 > > 3 

' 1 ì . „ ^ 

^;+oc 1 , như vậy hàm so f(t) đồng biên trẽn 


Đè ý rằng: Với t £ 


P(t)>0Vt£ 


nên suy ra 

1 ì . . , 

—;+ao , Lạĩ có 

2 


f(l) = 0 => t = 1 là nghiệm duy nhất của phương trinh. Từ đó ta có : Phương 
trình ban đâu có nghiệm duy nhất X = 8 
b) Ta thấy: X = 0 thỏa màn phương trình đã chơ 

Xét trường hợp x>0, Chia hai vế phương trình cho X và đặt t = — ta 


được: 2Vr -t + 4 +2 = 3®- 1 + >Ãt 2 "^4t + 9 

Đặt a = yỊĩt — ] ta có phương trình mới: 3a + \Ịa b +8 — +15 — 2 = 0 

Xét hàm so: f{a) = 3a + s/V' + 8 — \fã +15 —1. 

Dễ thấy a < 0 thì f(a) = 0 vô nghiệm 
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Ta cần xét khí a> 0 có: f (a) = 3 + - 


3a 


3a ; 


>0 


s[^ĩl5 

Mặt khác: f(l) = 0 => a — 1 là nghiệm duy nhất => X = 1 
* Xét trường hợp X < 0 . Chia hai vế cho X và đặt t = — ta được: 

-2\/t 2 -t+4 + 2 = 3^2t-l -yỈ4r -4t+9 

Đặt a = ìỊĨ t -1 => a < -1 ta có phương trình mới: 

\/a 6 + 8 - 3a - 4Ĩ +15+2 = 0 

Xét hàm số í(a) - \fã^ + 8 - 3a - +15 + 2 với a < —1 


Ta có: f(a) = “3+3a' 


1 1 
yỊĨ +8 ựa 6 + 15j 


< 0 do đỏ f(a) > f(-l) = 2 


Vậy phương trình có 2 nghiệm: X = 0; X = ] 


Vi dụ 3: Giái các phương trình sau: 

a) 2{x -3)|^x+4 +2-v/2x -7 Ịỉ = 3x -4 

b) \/2x 3 + 3x 2 + 6x +16 - V4 - x = 2S 


Giai: 


7 4 7 

a) Đĩeu kiện: X > — . Đé ý răng X = ” không phải ĩà nghiệm nên ta xét phương 


trình trên 


Chia 2 VỀ cho 2(x —3) ta thu được phưong trình: 

^/x + 4 + 2>/2x-7 =1^-1 <z>^x + 4 +2>/2x-7 - 3x_4 


2x -6 


2x - 6 


= 0 


Xét hãm sô f(xj = + 4 + 2^12x — 7 


3x-4 
2x - ó 


trên 


H) 


Ta có f (x) = , l + 2 + - - UI - 

3Í/fx + 4> 2 >/2x^7 (2x-6) 2 


> 0 trẽn 


3^(x + 4 Y 
Nhu' vậy hàm số đồng biến trén 


r 7 ^ 

—; +eọ 

u 


7 

ĩ ; ~ 
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Kìíiint phá hí qityêí chuyên iỉê PT, bất PT t hị' PT, bãí ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


Mặt khác f{4) = 0 nên phương trinh f(x) = 0 có nghiệm duy nhất X = 4 


L>) Đi’ẻu kiện ; 


X < 4 


2x 3 + 3x“ + 6x +16 > 0 


<=> 


X <4 

(x + 2)(2x" - X + 8) > 0 


—2 < X < 4 . 


Ta thay X = -2;x = 4 không phải là nghiệm nên ta chi xét trên (-2; 4) 
Xét hàm SỐ f(x) = \j 2x 3 + 3x 2 + ộx + 16 -\4-x -2\/3 trên (-2;4} 


-r_# . 6x*" + 6x + 6 1 , _ , - 

Ta có f (x) = = — H- - > 0 với mọi X € (-2;4) 

V2x 3 +3x 2 + 6 x + 16 2v4 —X 

Suy ra hàm số đồng biến trên (—2;4). Mặt khác f(l) = 0 nên X = 1 là nghiêm 
duy nhất cùa phương trinh. 

Các vi du sau sẽ táp trung vảo láp các bài toán sú dung phương pháp hàm 

số bằng cách 2: 

+ Bich đổi phương trình ve dang: r[u(x)] = f [v(y)] thông qua hệ tam. 

+ Từ đó dựa vào tính chất. Nếu í(t) đơn điệu tăng hoặc đơn diệu giam trên 
D mà f[u(x)J = fị~v(y)] <=> u(x) = v(y) 


Vi dụ 4: Giái các phương trình sau: 

a) 8x 3 -36x 2 +53x-25 = ^3x-5 

b) 8x 3 - I3x 2 + 7x = 2^x 2 + 3x - 3 

c) ^24x-ll-16x>/2x-1-1 = 0 

c) X 3 - \Ịx + 2 Ln X - ^ln(x + 2 Inx) = 0 


Giải: 

Những phương trình có dạng: ax 3 + bx 2 + cx + d = |ex + h)Jpx + q (1) 

Hoặc: ax 3 + bx 2 + CX + d = e^px 3 + qx 2 + rx + h (2) 
ta thường giải theo cách: 

_ 7 

Đối vói flì: Đặt Jpx + q = y khi đó X = - ——- thay vào phương trình ta 

q 

đua vê dạng: ax 3 + bx~ + cx + d = Ay 3 + By. Sau đó biến đổi phương trình 
thành: A.ị u(x)j 3 + B.u(x) = Ay 3 + By 

Dổi với (ĩ): Đ ặt gưpx 3 + qx 2 Hr rx + h = y sau đỏ tạo ra hệ tạm: 



























Ch/ TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


1 2 

ax + bx + cx + d - s.y 

■ì ,, - 2 t ^ cộng hủi phương trình ta thu được: 

g' px + qx z +rx + h =y 

Ax"' + Bx~ + Cx + D = s.y 4- y 3 sau đó đưa phương trình về dạng; 

[u(x)} ? + s,[u(x)] = y 3 +s.y 
Ta xét các ví dụ sau: 


a) Đặt ^/3x — 5 — y ta có hệ sau; - 


8x 3 -36x 2 + 53x -25 = y 
3x - 5 = y 3 


(I) 


Cộng hai phương trình cua hệ với nhau ta thu được: 

8x 3 - 36x" + 56x — 30 - y 3 + y (*). Ta nghi đến việc biến đối vế trái thành: 

[A(x)f + A(x) để phương trình có dạng; [ A(x)j 3 + A(x) = y 3 + V 

Gia sừ: 8x 3 - 36x" + 56x — 30 = (2x + a) 3 + (2x + a), 


Dông nhất hệ sđ của X 2 => a = —3 

Như vậy phương trình (*) có dạng: (2x-3) 3 + (2x-3) = y 3 +y (1) 

Xét hàm số f(t) = t 3 +1 ta có f(t) = 3t 2 +1 >0 =>f(t) đông biến trên R. 
Tù phương trình ta suy ra 


f(2x-3) = f(y)<=>y = 2x -3 o8x 3 -36x 2 + 53x~25 = 2x-3 


o 8x 3 - 36x 2 + 51X-22 = 0 <=> 


X =■ 


x = 2 


5±sÍ3 


Qua vỉ dụ tròn ta thấy việc chuyển qua hộ tạm (I) giúp ta hình dung bài 
toán được dỗ dàng hơn. Khi dã thành thạo quỵ tắc biên dối ta cỏ thế thu 
được các lời gíái ngắn gọn hơn như sau: 

b) Đật ik 2 + 3x- 3 = y ta thu được hệ phương trình sau: 

8x 3 -I3x 2 + 7x = 2y _ , ; .., , , * 

* . Cộng hai phương trình của hệ ta thu được: 

X 2 + 3x - 3 = y 3 

8x 3 - 12x 2 + lOx - 3 = y 3 + 2y »(2x -1) 3 + 2(2x -1) = y 3 + 2y n 

Xét hàm so f( t) -t 3 + 2t ta có f '(t) = 3t“ + 2 > 0 =3* f(t) là hàm số đồng biến 















Khám phá hí quỵêí chuyên ỉte PT t hiĩt PT, hự PT t bíĩt ĐT- Ngíiỵềii Trung Kiẽĩí 


Theo (*) ta cỏ; f(2x -1) = f(y)oy = 2x -1 <=>Bx 3 — 13x 2 +7x = 4x -2 


<=> 8x 3 -13x 2 + 3x + 2 = 0 <=> 


X = 1 


S±>/89 

16 


c) Điều kiện: X > — . Ta đặt sịlx-ì - a > 0 thì phương trình đâ cho trỏ thánh: 

■ 2 . 


\fl2a 2 +1 - 8a 3 - 8a -1 = 0 8a 3 + 8a +1 = fca 2 +1 

3/71 2 . „ . , „ 8a 3 +8a + l-y 

Đặt v12a +1 — y ta thu được hệ sau: < 


12a 2 +1 = y 3 


Cộng hai phương 


trình cua hệ với nhau ta thu được: (2a + 1) 3 + (2a + 1) - y 3 + y (*} 

Xét hàm số f(t) = t 3 +1 ta có f'(t) = 3t 2 +1 > 0=> f{t) đỏng biển trẽn R , 
Theo (*) ta có 

7 1 

f(2a +1) = f(y) <=> y = 2a +1 8a + 8a +1 =■ 2a +1 o- a = 0 X = — 

Kết luận: X = — là nghiệm duy nhất của phương trình: 


dí) Điều kiện: 


x>0 

X + 2 In X > 0 


Đặt y = ^x + 21nx > 0 ta thu được hệ sau: 


X' -y-2Iny=0 
y 3 = x + 21nx 


€>< 


X' = y + 21ny % _ ì 

=>x +x + 2Inx = y +y + 21ny 

y = X + 21nx 


Xét hàm số f{t) = t 3 +1 + 2 In t trẽn (0;+x) ta có t '(t} = 3t 2 + 1 + — > 0 , 

Nên hàm số f(t) đông biiến trôn (Q;+oo). 

Tù đỏ suy ra f(x) = f(y)» X = V Ta quy bài toán ban đau về giãi phương 
trình: X 3 — X— 21nx = 0. Xét hàm sổ f(x) — X 3 —X — 21nx trên (0;-t-oo). Ta cỏ 


f(x) = 3x -1 - - 

X 


2 _ 3x 3 - X - 2 (x - l)(x 2 + X + 2) 


, Hàm sổ f{x) có đạo hàm 

X X 

đoi dấu từ (-) qua (+) khi đin qua x = l. Lập bảng biến thiên ta thấy 
í{x)>f(l) = 0. 

Từ đỏ suy phương trinh cỏ nghiệm duy nhất X = 1 . 
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Vỉ dụ 5: Giải các phương trình sau: 

a) 7X 2 - 13x + 8 = 2x 2 ^x(l + 3x - 3x 3 ) 

b) 3x 3 + 4x 2 -1 = ^x 6 + 25? + X 2 \Ị 

\!x 2 -x + 2 V* 2 +x 2 

c) — I , -- 1=== = * -1 

1 — V -X 2 + X + 2 1 + V-x 2 -x + 4 

d) 2014 x (Vx 2 +1 — x) = 1 

Giải: 


a) Nhận thây x=0 không phài Là nghiệm cứa phương trình: 

Chia hai vế phương trình cho X 3 ta thu được: — - —23 ~ + — - 3 . 

X X 2 X 3 ìl X 2 X 

7 13 . 8 

n 3 : X 2 + 3 “ 


13 

Đặt V = íị-r + — ~ 3 ta thu được hệ sau: 

f 2 X 


Cộng hai phu ong trình cùa hệ ta có: 


7 

13 

_l_ 

8 

X 


X 3 

1 

3 

“1“ r 

3 - 

V 

X 



8 12 , 10 - 3 t - t 
—r-—^ + — - 3 = y J + 2v <=> 

X 3 X 2 x 


2 y J 2 


u 


+ĩ 


--1 
V* ỉ 


= y 3 +2y n 


Xét hàm số f(t) = t 3 + 2t ta có f T (t) = 3t 2 + 2 > 0 => f(t) là hàm sô đỏng biến 
Theo (*) ta có: 


/ 


§-i' 

X 


2 7 13 8 4 . _ 8 13 3. n 

= f(y)y = — -lo — - —— -2<=> —Ị-- —— + 2 = 0. 

J J V V „2 „3 Y „3 „2 Y 

A A X X A X ỊẸ A 


Suy ra X = 1,x - 

b) Nhận thấy X— 0 không phải là nghiệm cùa phương trình nên ta chia hai vê' 
phương trình cho X thi thu được phu ong trình tương đương 


!à: 3x 2 + 4x 


■ẻ = ế x3+2 + ẻ' 

X V X 

Đật y = X 3 + 2 + - ta có hệ sa 


3x" + 4x - — = 


3 _ 1 3 

X J +2 + — = y 

X 


. Cộng hai phương trình 






























Khám phá hí quyểt chuyên ỉte PT t bất P J t hự PT, hất ĐT- Nguỵềii Trưng Kiêĩi 


Xét hàm so f(t) - t 3 + t ta cỏ f '(t) = 3t 2 +1 >0 =>f(t) đòng biến trên K . 
Tù phưong trình ta suy ra 

f(x +1) = f(y) o y = X + 1 <=> 3x + 4x - — = X + 1 


3x 2 +4x-- = x + la3x 3 + 3x 2 -x-l = 0o 


X = —1 


x = ± 


& 

3 


c) Điẻu kiện xác định: 


x L + X > 0 

-x 2 + x + 2>0 „ 1 + 

o -1 < X < —-— 

-x 2 +x + 2*l 2 


-X - X + 4 > 0 
Phương trình đã cho tương đương với 



-x + 2 

> 

/x 2 

+ x 

' + J 4 -t 

[x 2 -x + 2) 

1 1 + ^ 

4-1 

(x 2 + x) 


= X -1. 


Xét hàm sỏ' f(t) = —J t € fọ; 4~| ta có 
1 + v4-1 L J 

i(x+VTt) + -^= _ r 

f'{t)= ‘~- ị _ — %oyt € [ũ; 4~| suy ra hàm số f(t} = - *— 

(i + JĨT t f 1 + '/* 7 ' 

đông biến trên £0; 4 j 

Phương đầ cho cỏ dạng: f|x 2 -x + 2j “f Ịx 2 + xj“Ịx 2 - lỊ = 0(*) 

Ta xét hai trường họp: 

TU 1 . K ri'... ___ - 1 + x/Ĩ 7 

TIỈ1: Nêu: i<x<——-—, 

2 

<^>x 2 -x + 2<x 2 + x=>t'ịx 2 -x + 2ị< íỊx 2 +x) đồng thời x 2 -ĩ>0 khi đó 

íịx 2 - x + 2|-fịx 2 + x)-(x 2 -l)>0. Nên phương trình vô nghiệm 

TH 2: Nếu -1 < X < 1 khí đó X 2 - X + 2 < X 2 + X nên suy ra 
t^x 2 - x + 2 Ị > fỊx 2 + xỊ, mặt khác X 2 - 1 < 0 nên phương trình vô nghiệm 

Thủ trục tiếp ta thâv X = 1 thỏa mãn (*). 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là x=l. 


4h 




























Ch/ TNHH MTV DV\H Khang Việt 


ti) Đế ý rằng f‘v/x^TT - xY Vx 2 + l + X Ị = 1 nên phu ang trinh đa cho tương 
đương vói: 2014' = \Ar + 1 + X. 

Lấy logarit theo cơ số e cả hai vế ta thu được phương trinh: 
xin2014 = 1 nị \/ x ~ + 1 + X J o Xỉn2014-liìI \/x 2 +1 + X j = 0 . Xét hàm sò 

f{x) = xln2014-ln| \fx 2 4 1 4 X w f’(x) = In2014- -pj— , 

■ ' Vx 2 41 


Vì ln2014 > L 


\Ị\~ 4 


<1 nên f'(x)>0^f(x) lá hàm sổ đồng biến trền R. 


1 


Mặt khác f(0) — 0 ^ X = 0 là nghiệm duy nhát cua phương trình. 



a) Điều kiện: X 4 +1 > 0. 

Ta thấy "\/x" +1 > |xỊ => \lx " + 1 4 X > OVx 

Xét hàm sô' ir(x) = X 2 4 2i/x 2 4 1 - 2x InỊ X 4 ì/x 2 4 1 j - 2, Ta \ Ế fổ 

P(x) =2x4—j=£^=-21nfX 4 Vx 2 41 ì— , 2x = 2 X-ln(X4 Vx 2 41 ì 

Xét hàm số g{x) = X — InỊ X4i/x“ 4l ta có g'(x) = 1 — 


Vx 2 4l 


n/x" 4 1 — 1 
Vx 2 41 


g’(x)=0ox = 0. 

Khi x>0 thì g'(x) > 0, khi x<0 thì g'(x)<0 từ đó suy ra f'(x) đỏi dấu từ 
(-) qua (4) khi đi qua X = 0. Lập bâng biến thiên ta suy ra f(x)> f(0) = 0 . 
Do đỏ phương trình đã chu có nghiệm duy nhất X —0 
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Khám phá hí quyểt chuyên ỉte PT t hiìt PT, hệ PT t bíĩt ĐT- Ngíiỵềii Trung Kiẽĩí 


b) Điỏu kiện: X + Vx 2 + 1 > 0 . 

Ta thấy 'Ịic +1 > xị => \/x 2 +1 + X > OVx, 

Xét hãm sổ f(x) = X 3 — 2x + 6 In Ị X + x/x 2 + 1 Ị . 


Ta có f (x) = 3x -2 + 


2 n . 6 3 3 


Vx 2 +1 


= 2x 4 + {x £ +1} + 


■ + ■ 


7x 2 +1 Vx 2 + 


3. 


^ 1 F _ n 

Theo bất dăng thức Cô si ta cớ:(x +)) + 


+ ■ 


\/x 2 +ì n/x 2 + I 


>3^/9 


suy ra 


f(x) > 0, Như vậy hàm sò f{x) đông biên trên R . 

Mặt khác ta có: f(G) = 0 suy ra phương trình có nghiệm duy nhất X -0 

c) Ta viết ỉại phương trình thành: Ịx 3 - X Ị - 16x - 4^4x l + 12x 


(x 3 -x) 3 -16x = 4y 

,„3 . „3 


Đặt y = \fĩ X' + 12x ta có hệ tạm sau: 

4x 1 + I2x = y' : 

Cộng hai vế hệ phương trình ta thu được: I X 3 — X y 4- 4|x 3 -xỊ = y 3 +4y . 
Xét hàm số f(t} = t 3 + 4t ta cỏ f (t) = 3t 2 + 4 > 0 nên hàm số f(t) đông biến . 
Ta cỏ: f (x 3 -X j = f(y) -X-y o (x 3 - xỊ = 4x 3 + 12x 

X = 0 


o X 


* 2 (* 2 -l) 

Ị 3 - 4x 2 -12 

= 0 

- 

1 



X 2 =3 


Vậy phương trình đã cho cỏ 3 nghiệm là: X = 0;x = ±%Ỉ3 



a) Phương trình tương đương vói 6x+ 1 +\fsx + 1 =( 2x) + 2x 
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Chf TNHH MTV ỜVVH Khang Việt 


Xét f(t) -1 3 + t ta có f (t) = 3t 2 +1 suy ra hàm số í(t) đồng biến, Theo đề bàì 

ta cổ t|s/6x+ l ) = f(2x) o2x = + 1 e^>8x 3 -ÓX- 1 =0 o2x(4x 2 - 3) = 0 

Nếu X > 1 => VT > 2. Nếu X < — I thì VT<-2, 

Suy ra mọi nghiệm phương trình đều thuộc ị -1; ỉ Ị , 

Đặt t = cosx,X e[0;7ĩj 

Phương trình trờ thành cos3t - ^ = cos ^ <=> 3t = ± ^ + k2n. Vì X Ễ [0; rt] nên 

= .I. 

tã tim được 3 gia tri 1 tương ủng thoa man điêu kiện la: t - —; t = — ;t = 1 

9 9 9 

Vậy phương trình có 3 nghiệm X = cos^;X = cos-^;X = cos^- 

9 9 9 

b) Phưong trình đả cho có dạng: 

(2x + l)| 2 + -^(2x + l) 2 + 31 “(—3x)í2 + ^(-3x) 2 +3 , 

Xét hàm sổ f( t) = t[ 2 + vt +3 I ta cỏ f’(t) = 2 + Vt^"+~2 + . * >0 là hàm 

đồng biến trên R , 

Ta có f (2x + '1) = f [ -3x) <=> X - “ thử lạt ta thấy thỏa mãn điều kiện. 


c) Diêu kiện : 


X s -oo;—- 

2 


oxeí-2;-^ |u(ũ;-Hx) 

í;-H3o) [ 2 ) 


lì 

2 + “ 

-2 

í lì 

2 + -Ì 


0 

2 + - 

xj 


l xj 


l 


X e(-2;+oo) 

u(0;+oc) 

Khi đó phương trình viết lại là: 

log ? n/x + 2 — 2-ÌỈX + 2 + X + 2 = logT, 

Xét hàm so f(t) = log 2 t - 2t + t 2 , Vt > 0. Ta có: 

ríO = —r-— + 2t - 2£ 2J-"-—.2t - 2 = ìJr—r - 2> Ư 
w tln2 Vtlri2 Vln2 

Vậy hàm sỏ f( t) đông bích trên khoáng (ũ;+x), do đó: 
(1) o f(x/x + 2 Ị = rỊ^2+ -] Có 4x + 2 = 2 + - (2) 
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Kìíiint phá hí qityêí chuyên iỉê PT, bất PT t hị' PT, bãí ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


( 1 \ 

Vói điều kiện xe u(0;+oo), bình phượng hai vế phương trình (2) 


4 1 X , ? 

ta được: x + 2 = 4 + — + —— o X — 2x -4x- lo 

X X 2 


x = -l 
3 ± >/ĩ3 


X = 


Kết hợp với đĩìêư kiện, ta thấy PT đa cho có hai nghiệm X = -l và 
3 + n/Ĩ3 


X = 


PHƯƠNG PHÁP ĐÁNH GIÁ 




Những kỳ thuật qua trọng đê gìái phương trình giải bằng phương pháp 
đánh gĩả ta thưởng sử dụng là: 

+ Dùng hằng đáng thức A| 2 + A-, 2 4- ..A n 2 = 0 o Aj =A, =.. = A n =0 

+ Dừng các bất đẳng thức cổ điển Cô si, Bunhiacopxkiy Bất đãng thức hình 
học 

+ Dùng phương pháp khao sát hàm số để tìm GTLN,GTNN: 

Ví dụ 1: Giài các phương trình sau: 

a) 16x 4 + 5 = 6^/4 x _ì + X 

b) 4x 4 +x 2 +3x + 4=3^16x 3 +I2x 

c) 96x 2 - 20x + 2 + x>/8x-1 -^4x(8x + l) =0 

Giẳỉ: 

a) Vì I6x 4 + 5>0 nên phương trinh dã cho có nghiộm khi 4x 3 +x>0 
<=> x(4x z +1) > 0 c=> X > 0. Đê ý răng khi X = Ỷ thi vr = VP nên ta nghi đèn 


. . . 1 

sử dụng bất dâng thức Cô si sao cho dấu bang xảy ra khi X = ^ , Tù những 

2 . 

cơ sò trên ta có lòi giai như sau: 

Ta có h\/4x 3 + \ - 3 ^/ 4 \(4\ 2 -h 1 ị.2 < 4\ ■ 1 4\ 2 +1) + 2 = 4x 2 +4x + 3 
Mặt khác ỉa có: 

16x 4 + 5-(4x 2 + 4x + 3) = 2(x 4 -2x 2 -2x + l) =2(2x-l) 2 (2x 2 + 2x +1) >0 

v2/-ì„2 


nĩli , , , „ ... . . .... : 2(2x -1) (2x + 2x +1) = 0 

Dau bâng xáy ra khi và chi khỉ < 

ãv — /Jv - _I_ n — 
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X = — 


+1) = 2 



















Ch/ TNHH MTV DVVH Khang Việt 


rT>i , , , „ 1 
Tóm lại: Phương trinh có nghiệm duy nhất X = - 

*— 

b) Vỉ 4x 4 + X 2 +3x + 4 >u nên phương trinh đã cho có nghiệm khi 
16x 3 + 12x > 0 <=> 4x(4x 2 + 3) > 0 <=> X > ũ . Đé ý rằng khi X = ^ thì VT - VP 
nên ta nghi đến sử dụng bất đang thức Cô si sao cho dấu bằng xảy ra khi 

I 

X = — , Tù những cơ sờ trên ta có lời giai như sau: 


Theo bát đằng thức Cô sĩ dạng 3^abc < a + b + c ta có 
3^16? + 12x = 3^4x(4x 2 + 3) 

= 3^2.2.x{4x 2 + 3) <2 + 2 + x{4x 2 +3) = 4x 2 + 3x + 4 
Mặt khác ta có: 

4x 4 +x 2 +3 x + 4-(4x 3 + 3x + 4) = 4x 4 -4x 3 +x 2 = x 2 (2x-1) 2 >0 


Dấti bằng xây ra khi và chi khi 


x 2 (2x-1) 2 -0 1 

<=> X = — 

2 = x(4x 2 +3) 2 


c) Diều kiện: X > -ị . Dê ý rằng X = -ị là nghiệm cua phương trinh nên ta có lời 
8 8 , 

giai như sau: 

^4x(Sx 7T)=ìỊĨÌ .4x(8x + < ll 1 ± 4 *( 8 * + i) = 32x ; + 4x + 2 

Mặt khác ta cỏ 

96x z -2Qx + 2- 32x2 t 4x + c 256x2 - «♦"11 - jg?ỊZi£ > 0, 

3 3 3 

Suy ra 96x 2 - 20x + 2 + xyỊẼx -1 - ^4x(8x + l) > 0. 

, 1 
Dấu băng xảy ra khì và chĩ khi X = — 

\f* 8 


Ví dụ 2: Giái các phương hình sau: 

1 1 2 
>/2x-l >/4x-3 X 

t _v 1.1 trí 1 1 

b) —F =+ 1 = 7= + Ị 

Vx v2x - 1 V4x - 1 y5x -2 

c L^?rĩ:Ễr 
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Khám phá hí íịiiỵểt chuyên ỉte PT t hiìt PT, hự PT t bíĩt ĐT- Ngíiỵềii Trưng Kiẽĩí 


iT - ' 12 '. 

Giai: 


a) Đfêu kiện: X > 4 
2 


XX 

Phương trình đà cho có thè viết lại nhu sau: , ■ + —= ■ 

V2x-1 y4x —3 


= 2 


+ Ta chửng mình: 


> 1, Thật vậy bất đãng thức tuông đương vói 


^2x-l 

X 2 > 2x -1 <=> (x l) 2 > 0. Điêu này lò hiên nhiên đúng, 

Dấu bằng xảy ra khi và chì khi X — 1 

X 1 

Ta chứng minh: >1 Thật vậy bát đăng thức tuông đương vói 

#4x-3 

X 4 > 4x - 3 <=> X 4 -4x + 3> 0 <=>(x 2 - 2x + 1)(X“ + 2x + 3) >0 
<=>(x-l) 2 (x 2 + 2x+3)>0 

Đĩêu này lá hiên nhiên đúng. Dấu bằng xảy ra khi và ichì khi X = '1 
Tù đó suy ra VT > 2. Dấu bằng xảy ra khỉ và chi khi X = 1 


b) 


rù đó suy ra VT > 2. Dấu băng xảy ra 
ĩ 1 ỊT ' ĩ 1 

>/x 4ĩx-ĩ v \Ỉ4x — 1 \j5x - ỉ J 


Ta thấy rằng: 4x -1 - X + X + 2x -1; 5x - 2 - X + 2x -1 + 2x -1 
Theo bất đăng thức có si ta có 

-4= +-4=+ -Ị 1 |(^ + ^W2x-l)>9 

V* Jx V2x-1 )■ 1 

_ 1 1 ĩ > _ 9 

■s/x \fx \j2x - 1 Vx +yỊx + >/2x-l 
Mặt khác tn có 

{Vx + + V2x-1) 2 < 3(4x - I) => '/x + >/2x-l < ự3(4x-l) (Th eo bất 

đắng thức Bunhiacopxki cho 3 so) 

._ 2 , 1 ^ 3^3 

Từ đó suy ra: -p + — - í > - v_: - — ■ 

vx V2x-1 V4x-1 

_______, I 2 ^ 

Tương tụ ta cung có: + ĩ > , 

7x >/2x-l ự5x-2 

Cộng hai bầt đẳng thức cùng chiêu ta có; -ir + ■■ = - > 4——^ + Ề== 

>/2x-l V4x-1 s/5x-2 
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Ch/ TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


<=> 


1 1 Ịĩị 1 1 

l>/ĩ^ +: 55r3 

í ù V H- 1 ** 1 ■ I I 8 -m 


Dấu bằng xảy ra khi và chi khi X = 1 
c) Áp đựng bất đẳng thúc Bunhỉacopxki dạng: 

(ax + by + cz) 2 < (a 2 + b 2 + c 2 )(x 2 + y 2 + z 2 ) ta cỏ: 

ịịfx + yỊx + ÌỈ2x -1Ị < 11 +1 + í ị( >/x + >/x + \Ịĩx - I Ị. 

o \Ịx +\Ịx + \/2x -1 <^2x--TỊ 

Lại cỏ -Jx + yfx + V2x - 1 < ^/3{4x - ĩ) suy ra 

& + & + Í2x-l<^/3(4x-l> =^27(4 x-1) 

Tương tụ: n/x + n/2x ĩ + feí-l < yj3^3{5x-2) = ^27(5x-2) 
Cộng hai bất đẳng thức cũng chiều {!), (2) ta có: 

3(^x +^2x-lỊ<^/27(4x-l) + ^27(5 x-2) 

Dấu bang xáy ra khi và chi khi X = 1 . 

Vậy phương trình cỏ nghiệm duy nhất X - 1 
Ví dụ 3: Giài các phương trinh sau: 

a) 2x 2 .sinx + x.cosx + yỉĩx + ĩ = X 3 - X 3 + X + 1 

b) nÍ-x 2 +4x + 21- n/-x 2 + 3x + 10 = 4Ĩ 


( 1 ) 

( 2 ) 


Giải: 

a) Ta thấy phương trinh không có nghiệm X = — nên ta chi xét X * J 


Xét hàm so í(x) = 2x 2 ,sinx + x.cosx + ìỊĩx +1 + x s -X 3 - X - 1,x ■*. - — 
Ta có f'( x) = 3x.sinx + Í2x 2 +1 Ịcosxh - - +5X" 1 -3x 2 —I 

1 ' ^7 

Ta sè chứng minh: 3x,sin X + Ị2x 2 +1Ị cos X 4- 5x 4 - 3x 2 — 1 > tì, Vx e K(*) 
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Kìíiint phá hí tjntfct chniỷhi iỉê PT, bất PT t hị' PT, bãí ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


Ta thây biếu thức này không thay đổi khi thay X búi —X nên ta chi cần xét 
X > 0. Ta can chứng minh bất đẳng thức quen thuộc sau: 

X 3 X 2 ~ x 2 

sinx > X - — ,cosX > 1 - . Vx > 0. Xét hàm số u í X) - CCS X - 1 + -— ,x > 0, 

6 2 w 2 

Ta cóg'(x) = -sinx + x;g"(x) = -cosx + i > 0 =>g'(x) = -sinx + X >g’(0) = 0. 
Do đó g(x) lá hám đỏng biến trèn j~ơ;-hxỊ, suv ra 

X 2 X 2 

g (x) > g{ o) = 0 => cos X - 1 + >0 cosx >Ĩ — ~Y 

... X 3 

Tu ong tụ ta củng cỏ sinx > X - “ 

6 

Từ hai đánh giá này, ta có 

3x.sinx + |2x 2 + lỊcosx + 5x 4 — 3x 2 -1 



( 3 ì 


( 2 > 

> 3x 

X 

X — —— 

6 

\ J 

+ |2x 2 + i) 

1- — 
2 J 


+ 5x 4 - 3x 2 “ 1 


Hon nữa ta cung cổ 


3x 


' x 3> 

x 6 

/ 


2 "ìị 


+ ( 2x2+1 )'-T 


+ 3x - 3x -1 


= 3x 2 -“ + “X" - X 4 + 1 + 5x 4 - 3x" - 1 
2 2 


7x 4 +3x 2 


> 0 nén 3x,sin X + Ị2x 2 +1 Ịcos X + 5x 4 — 3x 2 — 1 > ơ, Vx E R 

Do đó (*) đủng hay f(x)>Q,VxeR. Suy ra f(x) là hàm đỏng biến trên R. 
Mặt khác ta có f(0) = 0 => X = 0 là nghiệm duy nhất của phuưng trinh: 

b) Ta có VT = J(x + 3)(7-x) - J(x + 2)(5-x) = ■ x + ĩ * 

Ặx 4 3)(7 “ x) + ^(x + 2)(5 “x) 

Đĩêu kiện xác định là -2< X <5 
Theo bất đãng thúc Cauchy ta có: 

Ặx + 3)(7 - x) = -jj^/<2x + 6)(7-x) <-j=[(2x + 6) + (7 ~x)~\ = ^-ỊỆ 
và ự{x + 2)(5-x) = -J= ự(2x + 4)(5-x) < —^=r[{2x + 4} + (5- x}] = 
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Ch/ T\'HH XỈTV DITH Khang Việt 


Như vậy: ^(x + 3)(7 - x) + ^(x + 2)(5 -x) < -|_-(x+ 11) 

v2 

Từ đó ta suy ra: VT = x + 11 __ > ^2 . Dấu bằng xảy ra 

Ặx + 3)(7 - x) + ^(x + 2)(5 - x) 

f(2x + 6) = (7-x) 1 

khi và chi khí: ■ _ _ X = — 

|(2x + 4) = (5-x) 3 

Vậy X = — là nghiệm duy nhát của phuưng trình: 


Ví dụ 4: Già í các phương trình sa u: 

a) ^3x 2 1 +\ix 2 X x\lx 2 +l = ^-| 

7x 1 -X + 4 ] Ị 

b) 71 3x 2 - ốx +10+ J5x 2 - 1 3x + + \ 

c) ,/x 2 +x-1+7-x 2 + x + l=x 2 -x + 2 

iux 2 - 4Bx + 36 = “ Ị 36* - 8 r 2 - 21Ị 


Già]: 


Đĩêu kiện: x>lvx<—^ 

V3 

Áp dụng BĐT Bunhiacopski cho hai bộ số (1; l;-x) và Ị li/íx 2 - -x;\/x 2 +1 ị 

ta có: VT(*)<^Ịx 2 + 2Ị^5 x 2 - x| , Dấu "=" xảy ra khi và chí khi X = 1. Do 


I 7 

X > 1V X < — 1 = nên 5x — X > 0 

s 


Áp dụng BĐT Cauchy ta có: 

i ^' 2 '/( 5x2 - x ) 2 ( x2+2 ) 

= ^5x 2 -x)(v 2 + 2) 

.. . 4 „ . _ 

Dâu "=" xảy ra khi x = —1 và x ~ Ỷ ■ Từ đó ta có nghiệm cũa PTt*) là: X — — I 


b) Ta có: 
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Kìíiint phá hí qityêí chuyên iỉê PT, bất PT t hị' PT, bãí ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


Dấu "=" xảy ra khi và chi khí X = ^ , Mặỉ khác ta củng cỏ: 


VP = 


ì2x-3-2Ị4x 2 -12x + 9)Ị = -^12x-3-2(2x-3) 2 j<^(l2x-3) = 6x 


3 

2 


Dấu "=” xảy ra khi và chi khi x = 2 ■ Tù 1 đó * a có nghiệm của phương trình 

làx = | • <?s 

2 

c) Theo bất đẳng thức Cô si ta có: \/x 2 + X “ 1 + X-Ĩ) < -^íl + (X 2 + X -1)1 = X - + - 

Dấu bằng xảy ra khi và chi khi 1 = (x 2 + X — 1) o 

V-X 2 +X+ 1 = ,/l(-X 2 +X + 1) < ỉ[l + (-x 2 +x + 1)] = ^!±1 
Dấu bằng xay ra khi và chi khi 1 — (-X 2 + X +1) <r> 


X — 1 

x = -2 


: + 2 


X = 1 
X = 0 


T « J *_ , x“ + X — x“ + x + 2 

Tu đó suy ra VT < ——— +-—-= (x +1). 

Mặt khác ta có X 2 — X + 2 — (x +1) = (x — l) 2 > ữ . 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi X = 1 

Tù đó suy ra phương trinh cỏ nghiệm duy nhát X = 1. 

Vi dụ 5: Giải các phương trình sau: 

a) \fl4-x 3 + x = 2(l +y[ĩc -2x-l) 

b) X'/x + -\/x + 12 = 12(>/5 -X + >/4-x) 

Giải: 

a) Đi'èu kiện: X 2 - 2x -1 > 0 

Phương trình đã cho tương đương với: yỊĨĨ-x* = 2\/x 2 -2x -1 + 2 -X 
Do 2 \[ỹr -2x - 1 > 0 nén từ phương trình ta cũng suy ra: \f'14 - X' > 2-x 
Lập phương 2 vế ta thu được: 14 - X' 1 > (2 - x) 2 o 6(x 2 — 2x -1) < 0 


Như vậy phương trình có nghiệm khì và chi khi X 2 - 2x-l = 0o 


x = l+-JĨ 
X = 1 - -Ịĩ 


























Chf TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


Kết luận: Phương trình cỏ 2 nghiệm là: X = 1 + yfĩ và X = 1 -ã 
b) Điêu kiện: 0 < X < 4 . 

Xét hàm số f(x) = x*\/x + \/x + 12 trẽn fO; 4 I tạ có f'(x) = ^-'Jx + - r -L ==>0 

L J 2 2vx + 12 

nén hàm bố f(x) đồng biến trên [0;4j. 

Suy ra VĨ2 = f(0) < f(x) < f(4) =42 => VT < 12 (1) 

Xét hàm sô' g(x) = *s/5-x + \ỊT- X trên [ũ; 4 ] ta có 

g(x) =- .1 - ^ .... <0 với mọi xe(ũ;4) nến hàm số nghịch biến 

2 * 1/4 -X 275 -X 

trên [0;4]. Suy ra 1 - g(4) < g(x) < g(O) = s . Suv ra VP > 12 (2) 

Từ (1), (2) suy ra phương trinh có nghiệm khi VT = Ví > = 12 es-x = 4, 

MỘT SỐ CÁCH ĐẶT ẨN PHỤ KHÁC 

1) Đặt ẩn phụ hoàn toàn đê quy ve phương trình một ân. 

+ Điôm mấu chốt của phương pháp này là phải chọn một biếu thúc f{x) dế 
đặt f(x) = t saơ cho phan còn lại phái biêu diên được theo an t. Những bái 
toán dạng này nói chung là dễ. 

+ Trong nhiêu trường họp La cân thực hiện phép chia cho một biêu thức có 
săn ờ phương trinh từ đó mới phát hiện ấn phụ. Tùy thuộc vào cấu trúc 

phương trình ta có thể chia cho g(x) phù hợp (thòng thường ta chia cho X 4 
với k là sổ hữu tý) 

+ Đoi vói nhùng bài toán mà việc dưa về một ân dẫn đến phưong trình mỏi 
phúc tạp như: Số mũ cao, căn bậc cao .. thi ta có the nghi đến hướng đặt 
nhĩêu ẩn phụ dê quy ve hệ phương trình hoặc dựa vào các hang dăng thức 
đê giai toán. 


Ta xét các ví dụ sau: 


Vi dụ 1: Giái các phương trinh sau; 

a) X" =(1 — -/x)(2x — 3yfx +3) 

h) X 2 +^x 4 -x 2 =2x + l 

c) X + 1+ sịx 2 - 4x + 1 = 3\fx 



Giải: 
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Kìíiint phá hí tjntfct chuyên iỉê PT, bất PT t hị' PT, bãí ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


a) Điều kiện: x>0. Phương trinh đa cho cỏ thế viết lại như sau: 
x==(l-^)[2x + 3<l-^)jcx^2x(l-^) + 3(l-^r. Ta thay x=0 

không phai là nghiệm cùa phương trinh. Ta chia hai vế cho X" thi thu 

'Ọ. 

I — »/v I _ V 

được: 1 = 2 


„ Ị—\ ( Ị~' 


. Đặt -ỉ—— = t ta cỏ phtrong trinh theo t: 


3r + 2t -1 = 0 <=> 


t=-l 

I 

t mì 
3 


1 \T~ 

Trường hợp 1: t = —1 ta cỏ: - = — 1 <=> X — -s/x +1 = 0( VN) 

X 


£-^<u 


Trường hợp 2: t = ^ ta có: 

3 


1-x/x 1 _ Ị- 

-——- = ^ <=> X - 3yx - 3 = 0 
X 3 


Két luận; Phương trình có nghiệm duy nhất: X = 


2 

;-2fcỄĩ 


=>x = 


15 +3^21 


15 + 3V2Ĩ 


b) Ta thấy X = 0 không phái là nghiệm của phương trinh. Vi vậy ta chia hai vế 

I ĩ" 1 1 Ị ĩ 

cho X th'i thu được: X 4 ?Ịx - — = 2+ — <=> X - — + ? X - — - 2 = 0 

^ X X X V X 

■fí 


Đặt t = 


ta thu được phương trinh: 


t 1 4t-2 = 0ot = l=>X“-=lox'-x-l = 0o)i= -- — w 


Kết luận: Phương trinh có nghiệm X = 


ì±s 


[x > 0 [o<x<2-73 

c) Điêu kiện: < - <=>; _ 

X — 4x +1 > 0 I X > 2 + v3 

Ta thay x=0 không phái là nghiệm cùa phương trình. Chia hai vế cho sịx 

ta thu được: 4* + -4= + Jx - 4 + “ = 3. Đặt t - <Jx + -4= => t 2 =x + — + 2 theo 

vx V X Vx X 




























Chf TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


\Ị ì*- 6 = 3 -1 




t <3 5 

t —- 

t 2 -6 = t 2 -6t + 9 2 


o —= x + - + 2o4x’ -Ỉ7x + 4 = 0o 
4 X 


X = 4 

1 

X = — 

4 


1 

Kct luận: Phương trinh có 2 nghiệm: X = 4, X = -ị 

Vỉ dụ 2: Giải các phương trình sau: 

a) (13 - 4x)>Ỉ2x - 3 + (ấx - 3)^/5 - 2x = 2 +8*Jvẫx - 4jt -15 

b) 7%/3.v -7 + {4x-7)'j7-x =32 


Giải: 


3_5 

a) Đièu kiện “ < X < —. 

2 2 


Đặt 


Phương trinh được viết lại như sau: 

7 Ị V2x - 3 + s - 2x) - 2^{2x - 3)ự2x - 3 + (5 - 2\)S - 2x ] 

= 2 + B n /(5-2x)(2x-3) 

t = -v/2x — 3 + -v/5 —2x => ^(5 — 2x)(2x — 3) - -——— , Điều kiện Ị >/2 < t < 2 Ị. 

Phương trình đã cho cỏ dạng: t 3 — 4t“ + t + 6 = 0=>t=2=>X“2 
Ngoái ra ta cũng có thẻ giai phương trình trên bằng cách đưa về hệ. 

7 _ 

b) Điêu kiện: -ị < X < 7 .Phương trình dá cho được viết lại nhu sau: 
|(3x-7)+|j(7-x) ự3x-7+^(7-x) + |{3x-7) ự7-x =32 

^ [(3x - 7) + (7 - X)]>/3x -7 +[(7-x) + (3x-7)]>/7 -x =64 
Đặt t - >/3x - 7 + >/7-x 

=^t 3 = (3x - 7)V3x - 7 + (7 - x) ^7 - X + 3^(3x -7)(7 - x) Ị ^3x - 7 + V7 - X Ị 


Tù phương trình sưy ra t 3 = 64 t = 4. Hay i/3x — 7 + V? — X - 4 

Bình phương 2 vế ta thu được: 

J(3x-7)(7-x) = 8-xc^4x 2 -44x + 113 = 0 X = 11±2 ^ 
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Kìíiint phá hí tjntfct chuyên iỉê PT, biìt PT t hị' PT, bãí ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


Tại sao ỉa phàn tích được hai phương trình như trên: 

Ta thay vói nhũng phương trinh: 

(ax + b)7cx4 d + (ox +h)ựgx + k + r^(cx +-d)(gx + k) + s = 0 thì một trong 
nhũng cách xử ỉý khá hiệu quả là: 

Phân tích: ax + b = m(cx + d) + n(gx + k) và ex + h = m'(cx + d) + n'(gx + k) 
sau đỏ ta có thê đật ân phụ trục tiếp, hoặc đặt hai an phụ đê quy vê hệ. 

Ví dụ: 

Khi giài phương trình: 

{13 — 4x)72x — 3 + (4x — 3)7^ - 2x =2 + 8\/l6x — 4x 2 —15 ta thực hiện các 
phân tích : 

+ Giã sừ: 13 - 4x = m(2x - 3) + n(5 -2x). 


Đỏng nhất hai vế ta suy ra: 


2m —2n = —4 

‘ _ _ <=> 

-3m + 3n = 13 



7 . 3 

+ Tương tự ta già sử: ( 4 x- 3 ) = m'( 2 x- 3 ) + n’j{ 5 — 2 x)=> m' = -r,n' = -r 

2 2 

Khi giài phương trình:7>/3x - 7 +(4x 7)77 -X =32. 

Ta thực hiện phán tích: m(3x - 7) + n{7 - x) = 7 và p{3x -7) + q(7 - x) = 4x -7 

.13 3 1 

Sau đỏ đỏng [ứiất 2 vế để tìm m, n, p, q ta có: m = -2-;n = ^;p = ^;q = ^ 

2 2 2 2 

Như vậy ngoai cách đặt ấn phụ nhu trên ta cỏ thế gí ái các bài toán theo cách 
khác như sau: 

a) Điêu kiện ~<XÍ 7 . 

2 2 

Đặt a - 72^3,b - 7s~2x thi a 2 + b 2 = 2. 

Từ cách phán tích trên ta cỏ hệ sau: 


a 2 + b 2 =2 
(3a 2 + 7b 2 )a + (3b 2 + 7a 2 )b = 4 + 16ab 


o 4 


(a + b) 2 "Zab = 2 

3(a + b) 3 - 2ab(a + b) - 16ab - 4= 0 


<=> < 


(a + b) 2 - 2ab = 2 


3{a + b) 3 + 


2 - (a + b) 2 ~ (a + b) + 8 ^2 - (a + b} 2 j - 4 = 0 


Đặt a + b - s, afo - p điêu kiện s, p > 0;S 2 > 4P * 
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Ta có hệ mớì sau: 


s~ -2P = 2 
2S 3 -8S 2 +2S + 12 


.-1 

= 0 I 


s = 2 

p = 2 


= b = 1 <=> X = 2 


b) Đặt a = >/3x-7,b = ^7 -X ta có hệ phương trình 

\3 


(a + b) =64 
a 2 +3b 2 =14. 


o < 


a + b = 4 
a 2 + 3b 2 -14. 


Giãi hệ phương trình ta thu được; a,b=>x. 

2) Đặt ẩn phụ hoàn đê quy về hệ đôi xúng loại 2: 

Phư ơng pháp này đậc biệt hiệu quả với các phương trình dạng: 

ax 2 + bx + c = đựex + h hoặc ax 3 + bx 2 + cx + d = e^/gx + h 

Với mục đích tạo ra các hệ đối xứng hoặc gán đối xứng ta thuờng làm theo 
cách: 

Đối với những phương trình dạng; ax 2 + bx+c—dx/ex + h . 

Ta đật my + n = \Ịex + h thi thu được quan hệ: 

2 I 1 r X 2 

ax + bx + c = d( my + n) ax + bx — d inv + c — dn =0 

m 2 y 2 + 2mny + n 2 =ex + h m 2 y 2 + 2mny -ex + n 2 - h - n 

Ta mong muốn cỏ quan hệ X = y. Nếu điêu này xay ra thi từ hệ trên la sè 

a b -dm c-dn 
có: —- = ——— = — -(*]. 

m 2 2mn n 2 - h 

Còng việc còn lại là chọn m,n chẵn thoa mãn (*) 

Dổi với nhùng phương trình dạng: ax 3 + bx 2 + cx + d = e^gx + h 
Ta đặt: my + n = ^gx + h thì thu được hệ: 

ax 3 + bx 2 + cx + d = e( my + n) 
m 3 y 3 + 3m 2 ny 2 + 3mn 2 y 2 + n 3 = gx 4 h 
ax 3 + bx 2 + cx — emy" + d — en = 0 


w < 


m 3 v 3 + 3rrrny 2 + 3mn 2 y 2 - gx + n 3 - h = tl 


Để thư được quan hệ X = y ta cần: JL = ■■ b _ = = ỊlH I 

m 3 3m 2 n + 3mn 2 _ s n 3 -h 


Vi dụ 1: Giài các phương trinh sau: 
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ì) 2-V 2 - 6 a '-1 - 74.V + 5 


b) ịs/Ã x + 1 -9x'- + 26x -^- = 0 


3 3 

73 *-5 = 8r' - 36X 1 + 53X-25 d j 27781*-8 = 27* 3 - 54r + 36* - 54 


Giải: 


a) Đieu kiện: X > . Đặt mif + n - -Jĩx + 5 khi đỏ ta có hệ: 

4 


Ix 1 - 6x -1 = my + n 




4x 2 - 12x - 2my - 2 “ 2n = 0 


2 2 - 2 - — 22 — ầ 2 — 
m y + 2mny + n - 4x + 5 m y + 2mny-4x + n - 5 = 0 

4 -12-2m -2- 2n 


Ta cân tìm m,n đế tạo ra quan hệ X = V <=> 


m 


2mn -4 


n" -5 


Chọn in = 2 


“2 - 2n 


n 2 -5 


I 


, n + 2n - 3 = 0 _ 

« < __ =>n = -3 

-16 , Ị 4n = —12 

= 1 


4n -4 


Chú ý: 

Việc nhản sổ 2 vào phương trình (1) cùa hệ để tạo ra 4x 2 - 12x- 1 là rất cần 

thiết đê chọn m đưọc chẵn và nhỏm 4x 2 - 12x -2 thành bình phương biêu 
thức bậc 2 được dễ hon. 

Từ đỏ ta cỏ lời giãi cho bái toán như sau: 

Đặt 2y—3 = sỈ4x + ã thì thu duợc hệ: 


4x- -12x-2 = 2{2y-3) 
(2y - 3) 2 =4x + 5 




(2x-3) 2 = 4y + 5 
(2y-3) 2 = 4x+5 


Trù hai phương trinh cua hệ cho nhau ta cỏ: 

(2x-3) 2 -(2y-3) 2 = 4(y-x)<=>2{x-y)(4x + 4y-4) = G <=> 


x = 


x + y = 2 


Tỉ rường hợp ỉ: X = y <=> 2x 3 = 74x + 5 
Trường hợp: 


(2x - 3) 2 = 4x + 5 

3 <=> X = 2 + 75 

x>7 

2 
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= 2 - X o 2(2 - x) - 3 = t/ỉx+5 < 


(1 -2xp = 4x + 5 

1 X = 1 - y/ĩ 
X < 4 

2 


Kết luận: Phu ong trình có 2 nghiệm là: X = 2 + \Ỉ3,X = ĩ-\ỊĨ 

1 


b) Điêu kiện: X > 


4 


47 2 

Phương trình đã cho được viết lại như sau: 9x : - 26.V + >/4.\ +1 

3 3 

Đặt my + n = V^xTĨ 


_ 2 37 2 _ 

9x - 26x 4 ”■ = -- (my + n) 

3 3 o < 

m y 4- 2mny + n = 4x +1 


n 2 2 37 2 „ 

9x -26x--my + - 7 " 3 n = 0 
3 3 3 

m ~y 2 + 2mny — 4x + n 2 —1 = 0 


2 37 2 

—26 — m —-n 


Ta can: 


m 


2mn - 4 


— = ■ — — - — . Chọn nì = 3 =>'< 


n 2 -1 


-28 


6n -4 
37 2_ 

—r-~n 

3 3 


n = -4 


n 2 -1 


Đặt 3y - 4 = ì/4x + 1 =5 
Hệ phương trình sau: 

(3x-4) 2 =2x + 2v + l 


(3y —4) = 4x + l 


C5> < 


(3y -4) - 4x +1 

x = y 

9x 4- 9y — 22 - 0 

Giãi phương trình ứng vói 2 trường hợp trẽn ta thư được các nghiệm ỉà 


(3y ” 4)“ =4x + l 
(x-y){9x + 9v-22) = 0 


14 + ^61 _ . ^ 12->/53 

X =-—-—- và X 


■> - VLl A- 

9 9 

Chứ ý; Ta cớ thê tim m y n nhanh hon bằng cách: 

__ Ị — — ,, , .. , , . |(2x-3) 2 -2(my+ n) +11 

c) Đặt my + n = v4x + 5 khi đố ta có hệ: J 

Ị(my 4- n) 2 = 4x + 5 

Trủ hai phương trinh cho nhau: (2x-3) — (my + n) - 2my - 4x + 2n + 6 

2my = 4x 


Để cỏ quan hệ: X = y ta cân; 
Tương tụ khi giải quyết càu b) 


2n + 6 = 0 
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d) Dặt my + n = \/3x -5 ta có hệ sau 
ÌỈ3x-5 = 8x 3 -36x 2 + 53x- 25 


8 -36 

Ta chọn m,n sao cho “7 = 


8x 3 - 36x" + 53 X - my - n - 25 = 0 
m 3 y 3 + 3m ■ ny 2 + 3mn 2 v — 3x + n 3 + 5 = 0 
53-m -n-25 


ơ -jn - m -n-£3 _ 

—7 = —-=— - — 7 ■ • = ■—=—- => m = 2, n = ~3 
rn 3m z n 3mn -3 +5 


Đặt 2v 3 = ^3x - 5 . Ta có hộ phương trình sau: 


(2x - 3f = 2y-3 + x-2 
(2y-3) 3 =3x - 5 


Trừ hai phương trình chơ nhau ta thu được: (2x “ 3) 3 “ (2y - 3} 3 = 2y - 2x 
Cv 2(x - y) [<2x - 3) 2 + (2x - 3)(2y - 3) + (2y - 3) 2 +1] = 0 <^> X=y 

Do (2x - 3) 2 + (2x -3)(2y - 3) + {2y - 3) 2 +1 


(2x-3) + 


2y-3) 


-ã 


+ j(2y-3) 2 + T>n 


Giãi X = y ta cỏ: (2x - 3)" = 3x - 5 <=> 8x 3 - 36x 2 + 54x - 27 = 3x - 5 
o ị X — 2jỊ8x" — 2Dx + ]'J Ị = 0 < 


X = 2 
5±V3 


X = 


Kết luận: Phương trình đà cho có 3 nghiệm: X - 2, X - 


5±V3 


đ) Ta viết lại phương trình thành: 27\f8lx — 8 =(3x — 2) 3 —46 
Dặt 3y - 2 - ^8lx -8 ta cỏ hệ phương trình: 


(3y-2) 3 -81x-8 
(3x-2) 3 = 27(3y-2) + 46 


(3y-2) 3 =81x-8 


(3x-2) =81x-8 

Trừ hai phương trinh cua hệ ta thư được: ( 3x - 2 Ị — (3y — 2j 3 = 8l(y — x) 
<=> 3(x -y) (3x-2) 2 +(3x-2){3y-2) + (3y-2) 2 +27j = 0c^x = y . 

Thay vào ta được: 


(3x-2) = 27(3x- 2) + 46 <=>27x 3 -54x 2 -33x =0o 
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Kết luận: Phương trình cớ 3 nghiệm là: x = 0 , X = - 
Chu ý: 

+ Với những phương trình dạng: I f(x)] n + b = atjíaf(x) - b (*) 

Bằng phép đặt t - f(x); y = ỉ^lbf(x) -b ta có hệ đối xứng loại 2 là: * * k 

y n + b = at 

+ Trong phương trình (*) nốu tủ thay a, b bởi các biểu thức chứa X thi cách 
giai phương trinh vần như trên. Nhũng phương trình dang này thường có 
hình thức và lời giai khá đẹp. 

* Ta xét vi dụ sau: 


Ví dụ 2: Giái các phương trình sau: 

a) 4x 2 - llx + 6=<x - l)^2x 2 - 6x + 6 

b) 8x 3 - 13x + 7 = (X + l $3x 2 - 2 

c) X 3 — 2x" -4x = (1 — 2x)\/3x" + 6x + 2 


ĩ I ĩ - 

Giai: 

a) Ta viết lại phương trinh thành: 

(2x-3) 2 + X - 3 = (X- í)Ặx- l)(2x - 3)- (X - 3} 

Đặt a = 2x - 3, b = Ặx - l)(2x - 3)- (x - 3) ta thu được hệ sau: 

a 2 + x-3 = (x-l)b 
b 2 + x-3 = (x~l)a 

a 2 - b 2 = (x l)(b - a) o (iì — b)(a + b + X -1) = 0 
Trường họp 1: 

3-73 

a = b e> 2x - 3 = 72x 2 -6x + 6 o < _ 2 -o 2 _ 

3 + 73 


. Trừ hai phương trình cùa hệ ta được: 


í*>| 

} 0 
|2x 2 -6x + 3 = 0 


X ■ 


(L) 


(TM) 


Trường họp 2: 

2x-3 + \Ịĩx 2 “6x + 6 + x-3=0o 72x 2 -óx = 6“3x 


[x<2 

*>{! 2 ' „ _ (VN) 

ị7x z - 30x + 36-0 
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Kìíiint phá hí tjntfct chuyên iỉê PT, biìt PT t hị' PT, bãí ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


Vậy phưong trình cỏ nghiệm duy nhât; X - 


3+73 


b) Ta viểt lại phương trinh thành: 

(2x -1) 3 - (x 2 - X -1) = (x + l)^{x + l)(2x-l) + x 2 - x-1 

Đặt a = 2x—1, b = ^(x + l)(2x-l) + x 2 - X—1 - 73x 2 —2 ta thu được hệ phương 


trình: 


a 3 -(x 2 -x +1) = (x + l)b , 

2 2 - ‘ 1 phương trình của hệ cho nhau ta 


b — (x — X + ĩ) = (x + l}a 

thu được: (a -b)(a 2 + ab + b 2 + X + 1) - 0 
Trường hợp 1: a = b ta có: 


2x 


-1 = $: 


3x x - 2 <=> 8x - I5x z + 6x + 1 - 0 <=> 


X = 1 


8 


Trường hợp 2: a + ab + b +X+U0O 


\2 


a + — 


2 ; 


+ ^{2x-1) 2 + x + 1=ữ 

4 


( f 


<=> 4 a + — 
2 


+ 4x 2 + 2(2x -1)' + 5 = 0(VN) 


Tóm lại phương trinh có 2 nghiệm là X = l,x = — -7 . 

8 

c) Ta viết lại phương trinh thành; 

(x +1)' -Ị5x 2 +7x +1) = (1 -2x}^(ĩ -2x)(x + l} + (5x" +7x +1) 


Dặt a = X +1 


,b = $ 


X 2 +6x + 2 ta thu được hệ sau: 


a J -(5x^ + 7x +1) = (1 -2x)b „ , , . , , . , _, , 

H .Trừ lìai phương trinh cùa hẹ cho nhau ta thu 

b 3 - (5x 2 +Tx +1) = (1 - 2x)a 
được: (a - h)(a“ + ab + b 2 +1 - 2x) = 0 

Trường hợp 1: a = b ta có: ^3x 2 + 6x + 2 = X + ] <=> X 3 “ 3x = 1 

1 1 

Đặt X = 2y ta cỏ 4y J -3y = 

2 


Nếu y > 1 => VT > 2 . Nếu y < -1 thi VT < —2 , 

Suy ra mọi nghiệm phương trình đều thuộc H- 
Đặt t = cosy,ye[0;x] 
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Phương trinh trờ thành cos3y = —=cos^ o 3y = ± ^ + k2rc . Vì y e [0; ít] 

2 3 3 

nên ta tìm được 3 giá trị t tương ứng thỏa mân điêu kiện là: 

JI _ 5tt _ 7w 
y 9 :y 9 ;y 9 


Vậy phương trình có 3 nghìệm X - 2cos—; X = 2cos”; X = 2cos ^ 


7ĩĩ 


3x 2 -2x + 7 ^ 

+ --—-> 0(VN) 


/ b , 

Trường hợp 2: a 2 + ab + b : 4 1 - 2x = 0 Cv i a + 2 

ĩĩ "S 7 Jĩ 

Tóm lại: Phương trình có 3 nghiệm là: X = 2cos ~;x = 2cos^-;x -2cos^~ 

3) Một số cách đật ẩn phụ khác: 

Vi dụ 1: Giải các phương trình sau: 

a) X" ^6 + x/x + 6 = 6 

b) 2(x 2 +x +1) 2 + 2x 2 +2x-3 -yfỉx~+5 =0 


Giải: 


a) Đặt 


\/x + 6 = 2 
ìỊz + ẽ=y 


z 3 - X = 6 


y -2 = 6 

Mặt khác vói các phép đặt ấn phụ trên, từ phương trình trong đầu bài, ta 
cỏ X 3 - y ~ 6 = 0. 


Như vậy ta đirợc hệ phuotig trình: 


X =y+6 ( 1 ) 

y 3 = 2 + 6 (2) 

z 3 = X + 6 (3) 


Nhìn thấy hệ trên không thay đoi khi hoán vị vòng quanh đối vói x,y,z 
nên không mất tính tỗng quát, ta có thể gia thiết x = max{x,y,zỊ (x Ja số 
lớn nhất trong 3 số X,y,z hay X > y,x > z) 

Nếu X > y, tù (1) và (2) suy ra y + 6 = X 3 > y 3 = 2 + 6 y > 2 

Khi đó từ (2), (3) suy ra y + 6 = x' >v =x + 6=>z>x. Màu thuân vói gĩá 
thiết X >z ỏ trẽn. Do đó phải có X = y. 

Vói X = y, tù (1) và (2) suy ra y = z 
Vậy X = y = 2 
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Khám phá hí qnyêí chuyên ỉte PT t hiĩt PT, hự PT t bíĩt ĐT- Nguỵềiỉ Trung Kiẽĩí 


Phương trình (1) trớ thành: X 1 — X — 6 = 0 hay (x - 2)1 X 2 + 2x + 3 Ị = 0 (4} 
Vì X 2 + 2x + 3=(x + l) 2 +2>0 nên PT (4) có nghiệm duy nhất X - 2 . 


b) Dặt y = X 2 + X - 1 khi đó phương trinh đưa vé 

2y 2 + 2(y +1) = 3 + \Ỉ5 + 4x <=> y 2 + y - 1 = —^ 

Đặt z - l + điêu kiện z > —^ . 

2 2 

Ta có 2z +1 = + 4\ 4z 2 + 4z +1 = 5 + 4x => z 2 + z — ] = X. 


Do đó ta có hệ phuong trình: 


X +X-1 =y 

y 2 + y -.1 = z o <=> 
z 2 + z -1 = X 


x(x + lj = y + 1 
y(y + l) = z + l. 
z(z + l) = x + l 


1 

Do điêu kiện z > —- => Ỵ & —1 => z ^ — 1. 
2 


Nhân các phương trinh theo vế rồi rút gọn được xyz = 1, 

Mặt khác từ hộ phương trình (*), cộng các phương trình vế theo vê' ta có: 

X 2 + y 2 + 7 } - 3 > ựxyz => xyz < t. 

Do đáng thức xáy ra nên phái có X 2 = y 2 = z 2 = 1 X = y = 2 = 1 (vì 

x,y,z*-l). 

Vậy phương trinh đã cho cỏ nghiệm duy nhất X = 1 . 

Ví dụ 2: Giải các phương trình sau: 

a) ^2 x 2 +4x + 7 =x 4 +4x 3 + 3x 2 -2x-7 

b) -+Jx-ì=x + .Í2x-- 

X V X V X 

. 6-2x . 6 + 2x 8 

c) - 7 =-= + -==f = T- 

■v/5-x V5 + X 3 

d) 2(5 x-3)VxTT + 5(x + 1)\/3-x =3<5x + 1) 

Giải: 


Cách 1: Biến đổi pt như sau: 
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Đật V2x 2 ^ 4x + 7 = a (vói a > yỈD ), ta có: 

4a = a 4 - 16a 2 + 35 o Ịa 2 - ó) 2 = (2a + 1 ) 2 o ịa 2 - 2a - 7 ỊỊa 2 + 2a - 5 Ị = 0(*) 

Với a > TyỊE thì a’ + 2a - 5 > 0, nên tử (*) sưy ra a 2 - 2a—7 = 0, phương trình 
này cổ 2 nghiệm là a = 1 ± 2-JĨ . Đối chiếu vói điêu kiện a > \Ỉ5 chi chọn 
được a = 1 + 2-JĨ . 

Khi đỏ >/2x 2 +4X + 7 -1 + 2V2 X 2 + 2x-(I + 2^Ị = 0 {**) 

Phương trình (**) có 2 nghiệm là -1 ±‘^2 + 2^2, Vậy tập nghiệm của PT đã 

cho là Ị-l±>/2 + 2^Ị. 

Cách 2: Biển đôi PT ve dạng: ^2{ X + 1)“ + 5 = (X +1 ) 4 - 3( X + 1)“ - 5 

Đặt (x + I)" = u;^2(x + 1)" +• 5 = v,Ịu > Q; V > Vs Ị. Ta có hộ: 

u - V—1 = 0 
V = -n/2u + 5 

Dần đến u -4U-4-0, PT này có 2 nghiệm 2±2^/2. Do Lỉ >0 nên chọn 
ư - 2 + 2\ỊĨ. Tù đó suy ra kết quả như cách 1. 

[5 

b) Điêu kiện trên ta được: X > hoặc -1 <x<0 {*). 

I r r 5 4 

Phương trình (1) tương đương: Jx—— - J2x- — = x- — 

^ X V X X 

Đặt u = ^x-—; V = fl với II > 0; V > 0. Ta được: u 


U" -3u 5 - V 

2 2 
u — u — V + V 


0 i 

2u + 5 = V 2 

2u + 5 = V 2 


■v=x-- (1) 

X 


cỏ =í 2x - —1 — 

( lì 

X- 


L x) 


= x-5 (2) 

X 


Tù (I) và ( 2 ) suy ra: V 2 - u — u - V <=> Ị 11 - V)(u + V + 1 Ị = 0 . Vì u + v+ 1>0 

X = 2 
x=-2 


4^2 

nên u-v=0ox-- = 0ox =4o 

X 


Thử lại thấy nghiệm x=-2 không thỏa mãn điêu kiện, nghiệm x=2 thoa 
màn phương trình. 
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Khám phá hí quyểt chuyên ỉte PT t bất P J t hự PT, hất ĐT- Nguỵềii Trưng Kiêĩi 


Dặt: a - \/5 + x; b - Vs- X (fl, b > 0). 

Khi đỏ ta cỏ: 6 - 2x = 2b“ - 4; 6 + 2x - 2a“ - 4 

Khi đó ta có: —- + ——— = ^ <=> {2b - 4)a+(2a - 4)b - -T ab 

a b 3 3 

8 

2nb(a + b) - 4(a + b) = ^ ab 

3 


Tù đó ta có hệ phưong trình: 

2ab(a + b) - 4(a + b) = -^ab 

3 <=> 

a 2 + b 2 = 10 
Đặt: s “ a + b;p = ab,s > -JìQ. 


ữ 

2ab(a + b) — 4(a + b) - -^ab 

3 

(a + b) 2 -2ab = 10 


Hệ phương trình trên trò thành: 


2SP - 45 = ^ p 
3 


Từ phương trình (2) ta có: p = 


s 2 - 2P = 10 
s 2 -10 


thô ĩén phương trình trên và rứt gọn 


ta được: 6S 3 -8S 2 - 84S + 80 = 0 o (S-4)(3S 2 + 8S-10) = 0<=> s = 4 (TM) 


3S 2 + 8S-10 = 0(VN)vì s > 7ĨÕ. 

s=4=>p = 3« yỊsĩx.sỊs—h = 3 o 25 - X 2 = 9 Cí- X 2 = 16 <=> 

Vậy phương trình đã cho có 2 nghiệm là: X = 4; X = —1 
d) Điêu kiện —1 < X < 3 

2 

u - X +1 
3u 2 -2v 2 = 5x -3 


X = 4 
X — —4 


<™> 


Đặt 


u = v* + l 

V = 1 / 3 - X 


ta suv ra 


4u 2 - V 2 = 5x + 1 
u 2 + V 2 =4 


Phương trình đa cho tro thành: 

2 Ị 3 U 2 -2v 2 j + 5uv 2 - 3 Ị 4 U 2 -V 2 |o6u 2 (2-u} “ v 2 (u + 3). 

Thay V 2 = 4 u ta thu được phương trình: 2ị 3u 2 - 2v 2 Ị + 5ưv 2 - 3|4ư 2 V 2 Ị 


70 

























Ch/ TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


<=> 


6u 2 (2 -u) = |4-u 2 ị{ư + 3) 




11 = 2 


u = 


5 + VŨ5 


1D 


Từ đó tìm được các nghiệm cùa phương trinh là: 


X — 3 

7 + y/Ũ^ 

X =-—T- 

10 


Khi gặp các phương trình dạng: aựb + ci{x) 4 đnýe + hi(x) = g la có thê 
đặt ẩn phụ theo cách: 

Đặt ^b + c.f{x) = ư ^ f(x) = — -—, n ^Ịẽ+ h.t(x) = V ^ t‘(x) = — 


— e 


Từ đó ta có hệ phương trinh: 


au + dv = g 

ti n - b v m -e 
c h 


= 0 


Ví dụ 1: Giáì các phương trình sau: 


a) ^24 + X + a/i2-x = 6 

b) yjì-x 2 + yjx 2 + X - 1 + í/l - X = 1 

c) 1 + ị']x-x 2 -'íx+'jĩ-x 

3 

d) +3k^2=^2x-3 


Giải: 

a) Điều kiện: X<12 

Đặt u = ^24 + x; V — %/l2 “X u < ^36, V > 0, ta có hệ phương trình: 


u + V = 6 

u 3 + V 2 = 36 




V = 6 - u 


u 1 + (6 - u) =36 


w 


V - 6 “ u 

u(u 2 + U-12) = 0(*J 


Phương trinh (*) có 3 nghiệm u = 0; u - -4; u = 3 thỏa mân ư < \Ỉ36 . 

Tù LÍãy ta tìm được: X = —24; X — -88; X = 3 

Vậy phương trình đã cho cỏ 3 nghiệm X - -24;x - -88; X = 3. 

b) Đíêư kiện: - * ^ < X < 1 . 

Ta thấy tỏng cùa biểu thức trong căn bằng 1 nên ta đặt: 
a = Vl“X 2 ,b = \fx 2 + x-l,c = \í-x; a, b, c>0. 
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Kìíiint phá hí qityêí chniỷhi iỉê PT, bất PT t hệ PT, bất ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


Khi đó ta CÓ hệ: 


a + b + c = 1 

ã 1 + b 4 + C* = 1 
ã, b,c > 0 


_ fa,b,c>0 „ , 

Vì I => íl <a,b,c < 1 

1 a + b + c = 1 


a 2 < a 

b 4 < b => a 2 + b 4 + c 6 < J 
c 6 < c 


I ỉệ phương trình có nghiệm khí 


a - a 


b = b 4 ^>x-1 là nghiệm của phương 
.6 


c = c 


trinh đã cho. 


c) Đặt t - \fx + \ỊĨ — X thì 7x -x“ - * 

2 

Khi đó phương trình đã cho trơ thành phương trinh bậc hai vói ấn lã t: 


1 + 


t 2 -l 


= tc^t -3t + 2 = 0o t = 1; t = 2 


Vậy ta cỏ: 


Vx + *h/l- X = 1 2y[x -X 2 =0 _ _ „ 

<=:> _ o X = 0;x = l 


>/x+Vĩ^x = 2 [VN(VT<2) 

d) Sứ dụng đăng thức: ịa + b)^ = a 2 + Lr + 3ab(a + b). 
Lập phương 2 vế ta thu được: 
o2x-3 + 33f(x-ĩ)(x~ 2)(5 /x^Ĩ + ^x-2) = 2x-3 


Thay ặx - 1 + \fx 2 = \J2x-3 thì phương trinh trở thành: 
ậx- I)(x^2Ị(2x - 3) = Ũox = l,x = 2 J x = -^ 

Ví dụ 2: Giái các phương trinh sau: 

a) ự7x +7 + >/7x-6 + 2^49x 2 + 7x-42 = 181 - 14x 

Ị— 5 _ 1 

b) 5vx+—5=-2X + -T- + 4 

2>Jx 2x 
































Ch/ T\'HH XỈTV DtTH Khang Việt 


a) Điêu kiện: X > 3 . 

7 


Đặt t = 77x + 7 + 77x-ó,(t>Cì}=>14x + 2749x 2 +7x-42 =t 2 - I 
BPT đã cho tro thành: 


t+t 2 -1 = 181 Ot 2 + t-182 = 0^ 


t = 13 
t = —14 


<»t = l3 


<=>7?x + 7 + 77x -6 = 13 h 

Vì hàm số f(x) = J?x + 7 + \Ịỹx -6 -13 là hàm đông biến và f(6) = 0 
Kết hợp vói diều kiện suy ra nghiệm của phương trình Li x=6. 


b) Điêu kiện: x>0. Phương trìnho 3 


^ * p 


= 2 


X + ■ 


2ựx 

Dặt t = 7* + — 7= J t > 'lĩ) => X + -7- = t 2 -1„ 

277 r ' 4x 
Phương trình trờ thành: 

5t = sỊt 2 -lj + 4o-2t 2 -5t + 2=0<=>t=2 ox + Ạ = 3 


4x 


+ 4 


4x 


<r> 4x" - 12x +1 = 0 o 


3-272 

2 

3 + 272 


là nghiệm cua pương trình. 


c) Điều kiện: -1 < X < I. Phương trinh đa cho tương đương với 


Ị X + 7l - X 2 lị X 2 -xTl - X 2 +1 - X 2 1 = x-^2( 1 - 


X 2 ) 


Đặt t = X + yfl -X 2 => - 1 = xTl — X 2 , Ta có phương trinh: 


t 


V-' 2 ’• 


= 72 ^-7 t 3 + 721 2 - 3t - 72 = 0 o (t - 72 )(t 2 + 272t +1Ị=0 




t=7z 17=72 

t 2 +272t+i=0 [t=-72±ị 

+ Nếu: t = 77 

<=> x+ 7l - X 2 = 72 <^> 77 -X = 7l-x 2 <^> 1 77 - xì = 1 - X 2 (đo|x| < l) 
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Khám phá hí qaỵêí chuyên ỉte PT t bất P J t hự PT, hất ĐT- Ngiiỵềii Trưng Kiên 


o2x 2 - 2\ỊĨx + 1 = 0ox = -1= 

4Ĩ 

+ Nếu t = Ịĩ -1 o X + yfi - X" - —1 —>/2 vô nghiệm ,do VT > -1 > VP 

+ Nếll t = —yỊĨ. +1 <=> >/l —x“ = 1 - \fĩ — X 

-1SXS1-JĨ __1-^/2 — V 2 V 2 -1 

x 2 -(l-s/2|x-72+1 = 0 




<=> X - 


Wi .. __ _ ^ „ __J1__ 1 -V 2 -V 2 V 2 -I 

Vậy phương trình cò 2 nghiệm X = -y-; X =-^-. 

5. Phương pháp lượng giác hóa 

+ Nếu Ixlál ta có thê nghi đen đặt x = sint vái te '"' 2 '2^1 
x = cost với t € [O; íi] 

+ Nếu X £ R ta có thế nghi đến đặt: X = tan t hoặc X = cot t với t e 

Vi dụ 1: Giái các phương trình sau: 

a) Ựl + Vl-X 2 Ậ1 + xf -Ặl-xf = + lj^Y 


hoặc đặt 


_ 

K ít 


2'2 


L . n— X“+1 
b) VX^ +ĩ = - 


2x 


M 

2 x|i-x 2 ị 


0 ^=- 4 - 

4x 2 -1 


ĩ * ĩ 

Giai: 


a) Điều kiộn :|x| < 1 

Với X e [-1;0] ■ thì 1 + X Ị" 1 -ij(l - x)’ 1 < 0 nên phưcmg trinh vỏ nghiệm 






























Ch/ TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


Xét xe[ũ;l I ta đặt X —cost=>te 


0 ;| 

2 


. Khi đó phương trình trỏ thành: 




cost 


( 1 . .' 
1 + 7SÌnt 
2 


= 2 + sin t osintỊl “ y/ờ cost i + 2{1 — \/ó cost) = 0 


o (sin t + 2 ) 


cost 


y/é 


n _ 1.1 

= 0ocos t - -ỳ= => X = -j= 

yó vố 


b) Đặt X = tan t với t e 


{ 2 * 2 } 


Điều kỉện X * 0, X * ±1 


2 x _ 1 -x^ 

Khi đỏ ta có sìn2t - ——— ,cos2t = -—. Phương trình đa cho trờ thành: 

¥+X 2 1 + x z 

1 ĩ 1 

cost sín2t sìnt.cost 

o 2 sin tcos 2 t + cos 2 t — 1 = 00 sínt/l —sỉn t — 2 sin 2 t 


t) = 0 


o 


sin t = 0 

sint = -7 => sint = -7 do te 
2 2 

sin t = -1 


Tỉ K 




2 ; 2j 


_ n _ 1 

t =7«x = -p 

ó s 


c) Từ đi'éu kiện |xj < 1,X ^ 1, và X#-Ị, 

Đặt X = cost, t € [0;n], X # , iằ£ 

Thay vào phương trình ta cỏ: 

Vĩ 


ì/l-cos 2 t = — CQ f ^ — <=> \fl -cos 2 t í 4cos 2 1 -l1 = cos t 


4cos t —1 


|4cos 2 t -1Ị = I 
w sin tị 4 - 4 sin 2 t -1Ị = cost w sint(3-)4sin 2 t = cost 


<=> 3 sin t - 4 sin t = cosX <=> sin 3t = cos t o si n 3t - sin 


H 


o 


TC 


3t = -7 - 1 +k2ít 

2 


3t = ĨI - 


7--1 

v2 J 


o 


+ k2ĩr 


^ _ n | kít 

1 ỵ 

K , 

t = -7 + kK 

4 


M ) 


Trên đoạn [ơ; JT Ị ta nhận được các nghiệm t| = 1 ~ r Ì 2 -~~^ 3 ~ 7 ~ 


8 * 8 
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Khám phá hí qiiỵêí chuyên ỉte PT t hất PJ t hự PT t bíĩt ĐT- Ngíiỵềii Trung Kiẽĩí 


Các nghiệm cua pt đa cho là: cos-- ễ €os —^ J €os^- , 

8 8 4 


BẤT PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Giãi bất phương trình vô ty luôn dược xây dụng dựa trẽn nền táng là giáỉ 
phương trinh vỏt tỷ, 

Vì vậy đế giai dược các bất phương trình vô tý thi trước hết cán nắm chắc 
phương pháp giai phương trinh vô ty. 

Ngoài ra cần chứ ý những điếm saư: 

+ Luôn đặt đfẽu kiện trước khi gíáì 

+ Dẻ binh phương 2 vế cua hát phương trình mà không làm đối dấu bất 
phương trình thi đieư kiện lá 2 vế phai không âm 
+ Khi bất phương trinh cỏ ẩn ở mẫu số ta cần đế ý xem cỏ thế đánh giá mần 
số (+) hay (—) dựa vào điều kiện xác định hac không? Qua đó đê làm đơn 
giàn bát phương trình. 

Việc đánh giá mẫu so có thế dựa vào dâu cua tam thức bạc 2, dừng bẩi đắng 
thức, hàm số... 

+ Khi giái các bất phương trinh vô ty cơ bản cần lưu ỷ: 



g(x)>0 



f(x) > 0 
g(x) < 0 


* 


Vi dụ 1: Giái các bất phương trình sau: 


c) - 3x + 2 + ’/x^ — 4x + 3 > 2\/x‘ - 5x +4 


d) n/x 2 + X - 2 + 4^ + 2x - 3 < 4*? + 4x - 5 


(?) \Í2x" + 12x + 6 — \Ịĩx — 1 > X + 2 




2 z -*- 1 

X - 5x + 4 > 0 


X<1 





















Ch/ TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


Trường hợp 1: X > 4 . Ta viết lại bất phương trình thành:: 

>/(x - l)(x - 2) + 7<* - l)(x - 3) > 2./(x - l)(x - 4). 

Do \ịx -1 > 0 nên bất phương trình tương đương với: 

Vx-2+ -Ã-3 >27x^-4 o Vx-2 -Vx-4 >ựx-4 -x/x-3 . 

Bất phương trình này luôn đủng dơ X —2>x—3>x—4. 

Trường hợp 2: X < 1. Ta viết lại bất phương trình thành: 

ự(l - x)(2 - x) + 7(1 - x)( 3 - X) > 2ự(l -x)(4 - X). 

Vói X = l bất phương trình nghiệm dũng. 

Vói X < 1. Bất phương trình trở thánh: 

■Jl-X + ^3 — X > 2\ỊĨ— X <=> s/2 — X — >/4 — X > \fĩ—x — x/s — X 

Vì 4 - X > 3 X > 2 - X => VT < 0, VP > 0 nên bất phương trinh vó nghiệm. 


Kết lưận: Nghiệm cứa bát phương trình là: 


x= 1 
X > 4 


b) 


X 2 + X - 2 > 0 
< X 2 + 2x -3 > 0 <=> 
X 2 + 4x — 5 > 0 


Truông hợp I: x<—5. Ta viết lại bát phương trình thành: 
x/(l - x)(-x -2) + yịặ - x)(-3 - X) > ự(l -x)(-5 - X) 

V— X - 2 + V-x - 3 < V-x - 5 

Do -X - 2 > -X - 3 > -X - 5 nôn bất phương trình vỗ nghiệm 
Trường hợp 2: X > 1 . 

Ta thấy X = 1 thoa mãn bất phương trinh: 

Xét X > 1. Ta viết lại bát phương trình thành: 

-1 ){x + 2} + ^{x- ỉ)(x + 3) < Ậx-\)(x + 5) <=> + 2 + V* + 3 < Vx + 5 

Binh phương 2 vế bất phương trình la có: X + 2^(x + 2)(x + 3) < 0, bất 
phương trình này vô nghiệm do VT>0 
Kết luận: X = 1 

c) Diêu kiện: X > 4 
2 

Cách 1: Ta viết lại bát phương trình thành: 


2(x + 2) 2 + 2(2x - 1) > X + 2 + \Í2x - 1 . 
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Kìíiint phá hí tjntfct chuyên iỉê PTbtìỉ PTj hệ PT, bãí ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


Dặt a = V2x-l,b-x + 2=>rt,b>0. 

Bất phương trinh có dạng: ^2(a“ + b" ì > a + b <=> (a — b) 2 >Ooa^b. 
Xét a = b <=> -v/ĩx-ĩ it X 4 - 2<=> X 2 - 6x + 3 - 0<=> 


X = 1 

X = 5 


Vậy đế a * b ta cân có X e 



" t 

1 ì 

X £ 

-^;-kc |\{1;5] =>s = 

-;4od 

L2 J 


\{1;5[ 


Cách 2: Ta viết lại bâ't phương trinh thành: \jlx~ + 12x - 1-6 > v^x-1 + X + 2 . Do 
hai vếbẩt phương trinh đêu không âm. Binh phư ơng 2 vế ta thu dư ợc: 

<=> 2x 2 + 12x + 6 > 2x -1 + 2(x + 2)>/2x- 1 + X 2 + 4x + 4 
<=> X 2 + 6x + 3 - 2(x + 2)>/2x -1 

<=>x 2 +6x + 3-2^/{x 2 +4x + 4)(2x-l) >0. 

m -1 


Giả sừ X' + 6x + 3 - m(x 2 + 4x + 4) + n(2x -1) 


Bất phương trinh trờ thành: 


n = 1 


(X 2 + 4x + 4) + {2x-1)-2^(2x-1 ){x 2 +4x + 4) >0 

_ _ 

Ị \/2x — 1 -^(x 2 +4x + 4) J >0 


o Ị V2x -1 

%/2x - I - \/x 2 + 4x + 4 * 0 






X ?tl 

X * 5 


Kết luận: s = 
đ) Đi’èu kiện: 1 


1 

-j -;+00 

2 


\{1;5} 


X 2 - 2x > 0 

X > 0 


Đặt 


o X >2 

a = \/x 2 — 2x j a > 0 
b = °|b>0 ' 

Khi đó bất phuơng trình trò thành: ab 4-b** <b** +a o(b- l)(a - b“) <0 
Trường hợp 1: <1 <=>-ỉ Ị— - <=>x>1 


a - b 2 < 0 


V 


X* -2x <x 


Kểt họp điều kiện ta sưy ra X > 2 
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Ctĩf TNHH MTV DVVH Khang Việt 


Trường họp 2: ■< 


b<1 


a - b 2 > 0 

L 

Kết luận: s = [2;+oo) 


■cx* 


x< 1 


Vx" -2x >: 


<^VN 


Ví dụ 2: Giải các bàt phương trình sau: 

a) X 2 > (1 - %/x)(2x - 3%/x + 3) b) x + 1+ \Ịx 2 — 4x + l >3ì/x 

c) X 3 -3x 2 + 2iJ(x H- 2) 3 -6x<0 d) (x 2 + 4h/2x + 4 < 3x 2 + 6x -4 


Giai: 


a) Điều kiện: X >0, Bất phương trinh dã cho có thê viết lại như sau: 

x 2 à(l-Vx)[2x + 3(l-Vx)]ox 2 >2x(l->íÕ + 3(l-^) 2 . 

Ta tháy x=0 không phái là nghiệm cùa phương trình. 


Xét X >0. Ta chia hai vế cho X" thi thu được: 1 > 2 


fl^ì ÍI-VÍ 


x / 


\2 


x / 


1 4 

Đặt ——— - t ta cỏ bất phương trình theo t: 3t 2 + 2i -1 < 0 <=> -1 < t < — 
X 3 


Ta cân giai hệ bất phương trình: 

1 -Jx > 1 


< X 

1-4* 




<1 


X — 3-Vx +1 > 0 

X + Vx -1 < 0 


<=> 


2 

3 + Vs 


sịx > 


<=> 


4Ĩ ^ 


3-S 


-1-45 _-1+Vs 

——<x < — 


X < 


3-S 


Kết họp điêu kiện ta suy ra nghiệm cua bất phương trình tà: 


s = 

b) Cách 1: 


0 ; 


3-4$ 


Điều kiện: < 


X >0 


<=> 


X - 4x + ỉ > 0 
bất phương trinh. 


0<x<2-s/3 

x>2 + s 


Ta thấy x = 0 là nghiệm của 
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Khám phá hí quyêị chuyên ỉte PT t hất PJ t hự PT, biít ĐT- Ngíiỵềii Trung Kiẽĩí 


Xét x>0, chia hai ve cho 7x ta thư được: 7* +— ^ + Jx - 4 + — > 3. Đặt 

Vx V X 

ĩ — 1 2 J ^ ^ 

t = a/x + —= => t' = X ; + — + 2 theo bất đang thức Cô sí ta cỏ t > 2 . Thay vào 

Vx X 


bất phương trình ta có;7r -6 >3- 1 
3— t < 0 


Trường hgrp I: 


Trường hợp 2: 1 
Kết hợp (1) và (2) ta suy ra 


r -6>0 


t < 3 


t > 3 bất phương trình nghiệm đúng • 


5 5 

■»t>^<=>^<t<3 
t*-ố>t í -ốt + 9 2 2 


5 25 0 

t>^ox + -' + 2>^-o4x 2 - 17x + 4>0« 
2 X 4 


Kết luận: Nghiệm cua bất phương trình là 

* Cách 2: 


X > 4 

*4 

4 


0<x<4 

4 

X > 4 


Điêu kiện: < 


<=> 


0<x<2-75 


>2 + 73 


X > 0 

X 2 “4x +1 > 0 
dương nen binh phương 2 vè ta thư dược: 

X 2 + 2x +1 + 2{x + l)7x 2 -4x + l + X 2 - 4x + 1 > 9x 

<=>2x 2 -11x+2 + 27(x 2 +2x + 1){x 2 -4x + l) >0 
Giả sử 

2x" -llx + 2 = m(x 2 + 2x +1) + n(x 2 -4x + l}=> 


. Vi hai vẻ bất phương trình đều 


m + n = 2 
2m — 4n = -11 o ■ 
m + n = 2 


m = - 
5 

n = — 

2 


Bát phương trinh trớ thành: 

-|(x 2 +2x + l) + |{x 2 -4x + l) + 2^/(x 2 +2x + l)(x 2 -4x + l) >0 
Chia 2 vế bất phương trình cho X 2 + 2x + 1 > 0 ta thu được: 


m 
























Ch/ TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


-1 + 5 


X 2 - 4x + ] 


X 2 + 2x +1 


+ 4 


X 2 —4x +1 ' 
X 2 + 2x +1 J 


> 0 . Đặt t = 


X 2 — 4x +1 ' 
X 2 + 2x +1 


> 0 tá có 


Phương trình 5r + 4t -1 > 0 


t<-l 

1 

( 2 . + \ 

X - 4x + 1 

1 

o* t > - <=> 


t>- 

5 

. X 2 +2x + 1 , 

5 




25 


o24x - K)2x + 24 > 0 <=> 


X < - 

4 

X > 4 


0 < X < — 

4 

X > 4 


Kết họp với đíêiị kiện ta suy ra nghiệm của bất phương trình là: 

* Cách 3: 

b) Điều kiện: x>-2. 

Ta viết lại bất phương trinh thành: X 3 - 3x{x + 2) + 2yj{x + 2}^ < ữ 
+ Xét trường hợp: X = -2 không thỏa mãn bất phương trình: 

+ Xét X > -2. Ta chia phương trinh cho \j(x + 2Ỷ > 0 thì thu được: 

\3 

X _ X 

-r== -3 - Ị- - + 2 <0 

va/x + 2 J Vx + 2 

Đặt t = - r = — ta có bất phương trinh: t* 1 - 3t + 2 < 0 <=> (x -1 ) 2 (x + 2) < 0 




Vx + 2 
t = l 

t*l ^ 
t < -2 


t = l 

t<-2 


+ Giãi t = 1 <=> 


= í 


x>0 


-x-2 = 0 


o x = 2 


t < -2 <-> 


\/x+2 

< —2 o — X > 2*Jx + 2 - 


Vx + 2 


X > -2 

X < 0 <=> 

X 2 -4x-B>0 


2 - -Ẹ < X < 0 


Kết hợp (1) và (2) ta suy ra nghiệm cùa bất phương trinh là: 


2 - ^3 < X < 0 
X = 2 
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Kìíiint phá hí tjntfct chniỷhi iỉê PT, bứt PT t hệ PT, biit ĐT- Nguyền Trang Kìén 


Chú ỷ; Khi giãi bít phương trình: A.B > 0 <=> 


À = 0 
A*0 
B > 0 


Học sinh thường mắc sai ĩâm khi chi giãi B >0. 
d) Diêu kiện X > —2 

* Cách ĩ: 

Ta viết lại bất phương trình nhu sau: (x 2 + 4)V2x + 4 + X 2 + 4 < 4x 2 + 6x 
(x 2 + 4)C\/2x + 4 +1) < 2x(2x + 3) (x 2 + 4}(V2x + 4 +1) < 2x(ự(2x + 4) 2 -1) 

o(x 2 + 4)(V2x + 4 + l)<2x(V2x + 4+l)(ự2x + 4-l) 

Do Jĩx + 4 +1 >0. Bất phương trình đa cho tuông đương với 

o x 2 + 4 < 2x(>/2x + 4 -1} X 2 + 2x + 4 -2x^2x +4 £0 ọ Ịx - \/2x + 4 Ị 2 <0 

X âO (- 

<z> X = 1 + yj5 

X 2 -2x-4 = 0 

Cách 2; Bất phương trình tương đương với: 

2 

4(x 2 + 4)V2x + 4 < 12x 2 + 24x - 16 . Đặt t = yịĩx + 4 => X =——. Bất phương 


Cv X = \Ịĩx + 4 ' 


+ 16 


t<3(t 2 -4) 2 + l2{r-4)-t6 


trình đã cho trỏ thành: < (t 2 - 4)" 

■ (t 2 -4) 2 + ie]t < 3(t 2 - 4) 2 + 12(t 2 - 4) -16 o t 5 -3t 4 - 8t 3 +12t 2 + 32t + 16 < 0 

<=> (t + 1)Ị t 4 - 4t L ' 4t 2 + 16t + 16 Ị < 0. Do t > 0 nên bất phương trình tương 

đương với: t 4 -4t 3 - 4t 2 + lót +16 <0 

Nêu t = 0 <=> X = —2 không thỏa mãn bẩt phương trình. 

Nếu t > 0. Chia bất phương trình cho t 2 > 0 ta thu được: 


<=>t 2 -4t-4 + ^ + ^ệ<0<=> 
t t 2 


4' 

2 

4 ^ 


( 4^1 ~ 

t-- 

-4 

t -- 

+ 4 < 0 <^> 

t-- -2 



0 


[Ị u J 


<0 


«t---2 = 0ot 2 -2t-4 = 0ồt = l + >/5«x = l + ^ 

1 

Vạy bất phương trình có nghiệm duy nhất X - 1 + 

* Cách 3: 
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Ch/ TNHH MTV ỜVVH Khang Việt 


(x 2 + 4)V2x + 4 <3 x 2 +6x-4c^(x 2 +4Ị(72x + 4 + i)<2x(2x + 4-1) 

(x“ +4)( N /2\ + 4 + l)<2xỊv/2x + 4+l)(72x + 4- ]) o X 2 +4 < 2x(^2x+ 4-11 
o x“ + 2x + 4 < 2xJĩx + 4:(*) 

Theo bâ't đẽng thức AM-GM ta có: 2xV2x + 4 < 2|x| -J2x + 4 < X 2 + 2x + 4 
Dấu bằng xảy ra khi và chi khi ^ X ' = ^ <=> X = l + Vs 

X >0 


Ví dụ 3: Gì à ỉ các bát phương trinh sau: 

a) 7 jẸE-£'l 

^(x+l) 3 - V* 

b) 2i/(x -1) 3 + ^3x 2 -2x > Vhx 3 - 7x 2 + 2x 
. 4x-l ll-2x 15 

c) ; _ + Ị <-£■ 

y4x-3 V5-X 2 

d) fi^j— 4íx+ ệ 


Giải: 

a) Điêu kiện X > 0 . 

Ta có: J(x + 1)^ - Vx > 0 nên bất phương trình đã cho trờ thành: 

yfỹc + 2x > V(x+1) 3 - n/x <=> ^/(x + 1) 2 -1 > 7(x +1) 3 - >/x . Đặt a = Vx+1 > 1 

Thi bát phương trình trờ thành: yã 2 -1 + s/a - ĩ >a\[ã. 

Bình phương 2 vế thu dược: 

a 2 + a — 2 + 2yj{ã — l)(a 2 — 1} > <=> a^ - a 2 —a+2 — 2\/a ’ -a~ - a +1 < 0 

Đặt “ a 2 ~ a +1 = t > 0 ta cò bất phương trình mới: 
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Khám phá hí qaỵêí chuyên ỉte PT t bất PJ t hự PJ f hất ĐT- Ngiiỵềii Trưng Kiên 


Kết luận; Bất phương trinh có nghiệm duy nhát X = 1 . 

b) Điêu kiện: X > 1 

Bất phương trinh có dạng: 

2(x -1 )yỊ{\ - 1) + ^3X" -2x - ^/(3x 2 -2x)(2x -1) >0 

~2<x — 1 )-\Ịx — 1 + 3x" — 2x ^ 1 — <j2x — 1 j > 0 

<=> 2(x — l)^x- I + >/3x 2 2x I ; ~ x — ị>0 

[ĩ + V2x-1 ) 

o2(x-l) >/x^ĩ+ự(x-l)(2x-l)-ự3x 2 -2x .>0 

Ta thấy X = 1 lả một nghiệm của bất phương trình. 

Xét X > 1. Bất phương trình tương dương với 

>/x-l + ^/(x-l)(2x-l) -\lĩĩ? -2x >0 

<=> -v/x — 1 + ^(x — l){2x — 1) > ^3x 2 — 2x 

Bình phương 2 vếbất phương trinh khùng âm ta có: 

X 2 -2(x-l)\/2x~l <0o-x 2 -2x + l + 2x-l-2(x-l)V2x-l <0 
<“> (x -1 - v/2x -l) 2 < 0 


Hay: X — 1 — yỊĩx — 1 =1)0' 


X>1 


X 2 - 2x +1 = 2x -1 

Tóm lại: Bẩt phương trình có 2 nghiệm là 


X>1 


t 2 — 4x+2 = 0 


= ! + & 


X — 1 

X = 2 + <JĨ 


c) Điêu kiện: -- < X < 5 . Ta viết lại bát phương trinh thành: 

4 

4X-3 + 2 2(5-x} + l 15 rr —-„/=—. 2 1 ,15 

■ = <^-oự4x~3 + 2y5-x + r - . + . <^ 

V4x- 3 >/5- X 2 y4x-3 1 / 5 -X 2 


Đặt 

ỉ =-v/4x — 3 + 2^/5 — X = \/4x - 3 + ^20- 4x => t > 0,t 2 = 17 + 2-^(4x — 3)(20— 4x) 
Theo bất đẳng thữc Cauchy ta có: 


2^(4x - 3)(20 - 4x) < (4x - 3) + (20 - 4x) = 17 => 1^17 < t < ì /34 
Thay vào bất phương trình ta thu được: 


















































Ch/ TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


Ta thay V34 < ~~~~ nên ta cần giãi: 

t> 5 <=> 17 + 2^/(4x -3}{20 - 4x) > 25 -16x 2 + 92x -76 >{)<=>] <x<-^ 

2 

d) Diêu kiện: X + —J— > 0 <=> X > u 

vx 

Bình phu ong 2 võ ta thu được bất phương trình: 

^ 1 +\/?ì+4ắ0 


3x 2 + 4 < X 2 + -ị= + 4\/i? 2 

x z 




V x2 + Ặ )' 4 


3/2 

vVX 


w 


(x 2 + 4ì 

2 

1 30' 

-5= + Vx 

V X 2 > 


lí? J 


+ 2 < 0 


Đật t = . j— + theo bất đảng thức Cauchy ta cỏ “=? + s/x^ > 2 => t > 2 
vx 2 yx 2 


Ta có t 3 = 


„ r _ \ 3 

1 . 3/T 

+ yx 


3/2 

^vx 


■ 


- X 2 4- + 3 

X 2 


Bẩt phương trình trỏ thành: t' 1 - 5t + 2 < 0 0 (t - 2)(t í + 2t -1) <0 (**) 


/ _A 

1 .30 

T7=+vx 

vx 


^>x 2 + 4 = t 3 -3t 

X 2 


t -2 > 0 

. Từ dó suv ra (**) <^> t = 2-0 

r +2t-l >0 


Vì t>2=>‘ 

Kết luận: Bẩt phưong trinh có nghiệm duy nhất X = 1 

Ví dụ 4: Gỉàỉ các bất phương trình sau: 


1 3, 


u 

X > 0 




ox = l 


. 1 - 3x 

a) ——- +1 > 


l-x‘ 




b) 


-Jx 


1 - <Ì2(X 2 - 


>1 


x + 1) 


c) 


4\fx —X 


>^2(x 2 + 6x + 1) L 


<1 


x J -2x^-4n 
đ) -===, < X 

13-3VX-1 


Giải: 

a) Điêu kiện: X < 1. Ta viết lại bất phương trình thành. 

2 


1 n. 3x 

—7 -1 > — — - 2o 


1-X J 


4 


1~X J 


X _Bx 

1 -* 2 


+ 2 > 0 . 
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Kìíiint phá hí tjntfct chm/hi iỉê PTbãt PT t hệ PT, bất ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


Đặt t 


í 


= ■ > 0, Ta có bất phương trinh mới t 2 - 3t + 2 > 0 <=> 


l-x" 


Trường hợp 1: t < 1 <=> —= x ■ < 1 <=> yfỉ -X 2 > X 

Vl“X 2 

+ Nếu —1 < X < 0 bất phương trình nghiệm đúng. 

+ Nếu X > 0 bình phương 2 vế ta thu được: I - X 2 > X 2 <=> X < !_ 

I rường hợp 2: t > 2 o , > 2 <=> ■! -, ~ X > _ 

vn? h 2 >4-4x 2 5 


c . 2-JĨ 

Suy ra — 7 — < X < ỉ 


Kết luận: s = 


( t 11 


( 2 S .) 

I; rr 

k v2 J 

Ư 

T ;1 J 


b) Điều kiện: < 


X > 0 

1-^2{X 2 -x + 1) *ũ 


2 

Đê ý rằng: 2|x 2 -X + 1 j = 2| X - ^ + ^ > 1 => 1 - ^2 Ịx 2 -X + 1Ị < 0 

Bất phương trình trá thành: X - y/x < 1 - *^2(x 2 - X +1) 

Dến đày ta cỏ các hướng xu lý như sau: 

* Cách 1: 

+ Xét X -Ọ, Bất phương trinh không thỏa mân. 

+ Xét x>0. Chia hai vế bất phương trình cho Yx ta cỏ: 

Ị — 1 2 1 _ . i , ^ v 

Đặt t = vx — J= =>t-x + “"2 thì bất phương trình trỏ thành: 
vx x 
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t > 2 



























Ch/ TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


/- -ĩ + s 3-75 

Os/x=-— o X = 


2 2 
* Cách 2:Bâ't phương trình được viết lại như sau: 


yfe(x 2 - X + 1) < Vx + 1 - X . 

Đặt Vx =a,l — X = b thi bát phương trình có dạng: 'sỊhir + 2b“ <a + b 
a + b > 0 


<=> -ỉ 


<=> a = b > 0 <í=> í/x = l - X <=> sịx 


{a - b)“ < 0 2 

* Cách 3: Đặt Vx = t > 0 . Bất phương trinh trở thành: 


■1 +Vs_3-^5 

o X = 


^2t 4 -2t 2 + 2 < -r+t + 1 


o 


-r +1 +1 > 0 

|2t 4 -2t 2 +2<|-t 2 + t + l 


,2 <=> •' 


-t +1 + 1 > Ũ 
(t 2 +t-l| 2 <0 




-t 2 + t + l>0 -l + 7s 3-75 

<=>t- - -2— X = — 

t 2 +t-l=0 2 2 


c) Điều kiện: X >0 - Đé ỷ rằng với X >0 thi yịĩ (x 2 + 6x +1) -1 > 0 

Bất phương trinh trứ thành: X — 1 + y2(x 2 + 6x +1) — 4Vx > 0 
Ta thấy: x = 0 là nghiệm của bất phương trình: 


Chia 2 VỀ' cho Vx > 0 ta thu được: 


x-1 


-4 + . 2 


f 1 ^ 2 
X —1 


< 7x 


+ 16 >0 


Đặt t 


X “ 1 


Ta thu được bắt phương trình: y2c +16 > 4 -1 
+ Nếu t >4 bất phương trinh luôn thỏa mãn. 

+ Nếu t < 4 bất phương trình tương đương vớĩ: 

t>0 
t<-8 


2t 2 + 16> t 2 -8t + 16<=> t 2 +8t > 0 <=> 


Kết hợp 2 trường hợp td suy ra 


t > 0 
t < -8 


+ Nếu t< -8o 7x —^< -8o X + sVx -1<0<=>Vx<^ì + ‘ JĨ 7 <=>X <33 - sTĨ? 

7x 


kết hợp điêu kiện X > 0 => ũ < X < 33 - sJỸ7 
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Kìíiint phá hí tjntfct rhuựêìi iỉê PT, bẵì PT t hệ PT, bất ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


+ Nếu t >0 <=>x >1 

Kết luận: s = I 0; 33 - 8^37) u (1; 4<o) 

X>1. 

13-3\fx~-ĩ ĩtQ 

Ta viết lại bất phương trình thành: 

X 3 - 2x' - 40 _ _ X 3 - 2x 2 - 40 - 13x + 3xVx^ĩ ^ » 

< X o -— —- < 0. 


d) Điều kiện: 


13-3\/x-l 


13-3>/x “ 1 


x 2 -2x-^°-13-3^1 

Chia hai vế bất phương trình cho X ta thu được:-*— . 

l3-3yx" 1 

40 r— —“ 

Xét hàm số f(x)-x -2x-13 + 3vx-l trên l;+oo) 

X L ’ 

40 3 

Ta cỏ f(x) = 2x -2 + -^4-— . > 0 ■ 

X 2 27x-1 

Do đỏ hàm SỐ f{x) đồng biến trên 11; +3C ) 

Mặt khác ta có f(5) = 0 suy ra f(x) luồn cùng dan hoặc cùng triệt tiêu với 

X—5. 

X — 5 

Bát phương trinh tương dương vói: - . < 0 . 

13 - 3Vx -1 

Trường hợp 1: x>5. Bất phương trình tương đương vói 13 — 3\jx -1 < 0 
_ 1-2 —7 ^ ^ 178 _- í 178 ì 

<=> 13 <: 3VX - 1 <=>x> —— suy ra 5 t = -3— ;+Q 0 

9 ỵ * l 9 Ị 

Trường họp 2: x<5. Bất phương trình tương đương với 13-3-v/x-l >0 
o 13 > 3>/x - 1 o X < suy ra S 2 = [l;5) 

^ 17fỊ 

Kết hợp lại ta có nghiệm cùa bất phương trình là: s = [l;5)u -^;-Kc 

V 9 

Nhận xét: 

Trong lòi giài trên ta dã sử dụng các tính chất quen thuộc: 

+ Nếu f(x) đồng biến trên D thi ^ > 0 với mọi X. 

X T -X, 


<0 
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Chf TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


fíx.) — ÍÍXt ) 

+ Nếu f(x) nghịch biến trên D thì - ■ 2 - < 0 với mọi x.^^eD 

X] “X 2 

Điêu đó cũng có nghĩa là: 

+ Nếu f(x) đồng biến trên Dmà f(a) = Q thi f(x) luôn cùng dấu hoặc cùng 
triệt tiêu vói X - a 

+ Nếu í(x) nghịc biến trên Dmá f(a)=0 thì f(x) luôn cùng dấu hoặc cùng 
triệt tiêu với a-x 



a) Vói những bất phương trình cỏ ẩn ò mẫu sô' việc quan trọng đầu tiên đặt ra 
là: Liệu ta cú thê đánh giá dấu của mẫu sù đề tách mẫu số ra khui bất 
phương trình hay không. 

Hình thúc mầu số làm ta nghi đến còng cụ đạo hàm 
Từ định hướng trên ta có cách giãi như sau: 


Diêu kiện: 


5 - X" >0 

2x-7 

cos———- 

l 4 


— cos 


x-5 

~T~ 


*0 


Đỏ ý rảng: với X e -‘sỊEisỊs J thi -71 


A-7^-5 

< ——— < 0, - 71 < ——— < 0 


4 4 

Ta biết rằng, trên khoảng (-jĩ; 0) thi hàm số cosx đỏng biến, tức là vói 


Ta biết răng, trên khoảng (-rc;0) thi hàm 

x t ,x 2 e (-It;0) / x 1 *x 2 <w ì f ' > 0. 

X 1 _x 2 



























Khám phá hí íịiiỵểt chuyên ỉte PT t hiìt PT, hệ PT t bíĩt ĐT- Ngíiỵềii Trưng Kiẽĩí 


Điều đó có nghía là f(X] )-f(x 2 ) cùng dấu với Xj -x 2 . Tức là bất phương 


trình tương đương với: 


3 -X-V 5 -X 2 
2x - 7 X - 5 
4 4 


. 0 . 


Đê ý rằng khi : -yỊs <x<ì/s^3-x> Q^3-x + Vs-X" > 0. Nhân bất 
phương trình với 3 — X + \Ịs~ \ thì bất phương trinh được viết lại như 

1 < X < yỊd, 


saư: 


(3-x) 2 -(5-x 2 ) X 2 - 3x + 2 

, 0 «“--:- >0 <=> 


2x -7 X -5 


X - 2 


4 4 

Kết luận: S = [l;Vs]\{2} 


b) Diêu kiện : ị 


X #2. 


2x 2 + llx + 15 >0 

X í —3 



X < -3 

< 0 

5 V 

<t=> 

■xr + 2x - 3 > ữ 

x> -- 
2 

X > ] 


xấ-3 

X>1 


Bất phương trinh đa cho ta biến đôi thành: 

2^2x 2 + 1 Ix + 15 + 2ì/x 2 + 2x - 3 > 2x+ 12 
2\/2x 2 + llx + 15 — (2x + 9) + 2 \fĩr + 2x - 3 -3 > 0 


o 


o 


4x 2 +8x- 21 | 4x 2 4- 8x - 21 

2>/2x 2 + llx + 15 + 2x 4 9 2^/x 2 + 2x - 3 + 3 

í 

<=>{4x 2 +8x -21)* r . 1 =-+ - 

?J?TÍ Ĩ +1 1x+15 + ?x +9 ? 


>0 


1 


Do 


X -t ox- - -= --ì-- = - 

t 2v2x 2 + 11X + 15 + 2x + 9 2yx 2 + 2x — 3 + 3; 

1 1 , , 

— . - - -+ - — > 0 nên ta cần giài bâ't 

2V2x 2 + 1ỈX + 15+ 2x + 9 2Vx 2 + 2x-3 + 3 


>0 


phương trinh: 4x 2 + 8x - 21 > 0 <=> 


Kết hợp vói điêu kiện ta suy ra s - 


x<4 

2 

_ 3 
x>-r 
. 2 


7 


"3 ì 

-00;-— 

u 


L 2j 


u ) 


Nhận xét: Trong bài toán này ta đã vận dụng phương pháp phán tích tạo 
liên hợp khí phương trinh có 2 nghiệm, 
c) Điêu kiện: X e [-2;2j 
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Ch/ TNHHMTVƠVVH Khang Việt 


Đật t = ^2(4 - X 2 ) => t 2 = 8 2x 2 , Bất phương trình có dạng: 

—X—8 


4t" + lót - x~ - Sx > 0 <=> 


2 „ „ X -X “ 8 8+2x _ x 

X 2 2 2 

t > V 
2 


Đe ý rằng: x| < 2 


—X — 8 


<0 nên ta chi cân giái bất phương trình: 


t > ^ <=> ^8-2x 2 > £ o 
2 2 


+ Nếu -2 < X < 0 thì bất phương trinh luôn đúng, 

+ Nêu 0<x<2, Bình phương 2 vế bất phương trình (*) trò thành: 
32 -8x 2 > X 2 o < x < —ỊỀ. „ Kết họp đĩêu kiện suy ra 0 < X < —ệ- 


Kẻtluận: s = 


“ 2 ; 


3 

4V3 


Nhận xét: Trong bài toán ta đã vận dụng cách dột ẩn phụ không hoàn toán 
khí giai phương trình vô tỹ 

d) Điều kiện: xe[—l;l] 

Ta viết lại bất phương trinh thành: 

__ 4 

4 V 1 -X + 4>/ĩ + X + 2^/(1-x)(l + x) +1 + X +1-x+4 < - 2x : +16 

' 16 


1 

í 2 ) 

2 

J2 

0 Ị \/l + X + VI-X + 2j < 

*--4 

<=> -s/ ỉ -h X -i- h/l — X + 2 í 

X 

* — 4 

L 4 J 

4 


%J\0 2 

Vì xef-l;l 1 nên — —4<0, Do vậy bất phu ưng trinh tương đương với 
L 4 

2 (2 ^ 2 _ _ 2 

<=> (Vl + X + Vl - 5Í + 2 Ị < ^——4 <=>Vl + x + Vl-x+2<4-^7" 


Đặt t = Vỉ - X + Vl + X => t 2 = 2 + 2ự{l - x)(l + x), Theo bất dắng thức cô si ta 
có 2V(l-x)(l+x) <l + x+ I-X = 2^2<t 2 <4^te[V2;2 < 


Tù cách đặt ân ta cùng có: 


t 2 - 2 ^ 


=l-x 2 =>x 2 - 1-1 


r-2 1 4t 2 -t 4 









4 
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Kìíiint phá hí tjntfct chuyên iỉê PT, biìt PT t hị' PT, bãí ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


Thay vào bất phương trình ta có: 

4t 2 _ ị A 

t + 2 < 4 — —— o t 4 - 4t 2 - 16t + 32 > 0 » (t - 2)(t 3 + 2r - 16) > 0 . 
lổ 

f~ _ ^ ft-2 <0 

Vì v2 < t < 2 nên ị _ - .Suy ra bất phương trình luôn đúng. 

|t 3 +2t -16<0 


Vậy tập nghiệm của bãt phương trinh là: s = Ị — 1; 1 ”j 



a) Diêu kiện: i) < X < 1. Ta thấy X = 0 không thỏa man bất phương trinh. 


Ta xét 0<x< 1. Chìa bất phương trình cho X 1 >0 ta thu được bất phương 

iS 

Đặt “ = t => t > I bết phương trình đã 


trình: 1-4—T ằ3 

x £ X 


F-i) 

cho trớ thành: t 3 + 3t" — 1 <3|\/t - \ft — 1Ị oỊ t 3 + 3t 2 — lj |\Ịỉ + >/t — 1Ị <3 
Xét hãm SỐ í(t) -Ịt 3 +3t 2 -lỊỊVt + >/t -1 Ịf ta thấy t = l thỏa mãn bất 


phương trình- 
Xét t> 1. Ta có f f (t) = Ị3t 2 +6tỊỊVt + Vrõ| 


3 3 (Vt 


2 Vt.VT-ĩ 




t 3 +3t 2 -l) 


>0 


Như vậy hám số f(t) dòng biến trên [l;+co) suy ra f(t) > f(l) =■ 3. Từ đó suy 

ra bất phương trình có nghiệm khi và chi khi t = 1 <=>x = 1 
Tóm lại bất phương trinh có nghiệm duy nhất X - 1 
b) Ta thấy x = 0 thỏa mãn bã't phương trình đầ cho. 

Xét Xì*0 ta cỏ: \/2x 4 — 2x 3 + v' 1 <2\[sr -x + 1 + x —2.{*) 
























Chf TNHH MTV ỜVVH Khang Việt 


X - 2 nèn 


Đế ý rằng; 2ì/x 2 - X + 1 = >/ 4 X 2 - 4x + 4 = i/(x -2) 2 + 3x 2 > 

2\/x 2 -x + 1 -(x-2)>0, 

Nhân 2 vê' bẩt phương trình (*) với 2\fx 2 - X + 1 - {X - 2) ta thu được bất 
phương trình mỏi )à; V2X 4 - 2x 3 + X 2 I 2>/x 2 -X + 1 -(x -2) J < 3x 2 . 

Chia hai vế bất phương trình cho X 2 > 0 ta cỏ bất phương trình: 

m 


ffị(2^-, +2 y 3 


ự 


Ta có J| 1-- 


+ 1 > 1 , >/(x+ l ) 2 + 3(x-l) 2 > |x + lỊ > X + I 


nên 2\/x 2 -x + 1 -x +2 >3. Do đó VT(1)>3. 
Bất phương trình có nghiệm khí vả chi khi 


Hĩ- 

n /(x + 1) 2 +3(x-1) 2 =|x + 1 


<=> X = 1 


= X + 1 


Vậy bất phương trình có nghiệm 


x = 0 

X = 1 


Chứ ý: Ta cũng có thè xét hàm số f{x) = 2^/x 2 - X + I -x + 2, bằng cách lộp 
bàng biến thiên cứa hàm sô' ta tìm được min f(x) = 1. 

c) Điêu kiện: X> 1. Dề thấy \fx — >/x—ĩ >0. Nhân 2 vể bất phương trinh vói 
Vx - \fx -1 ta thư được bất phương trình tương đương là: 

—s/x Hr 7 * + í/x(x -1) > *v/x - ì/x - 1 • 

Vx-1 

<=> 2-v/x - í/x(x -1) - * + >/x - ĩ I < 0 

) 

<=> 2-v/x - í/x(x -1) —■ x < 0 

>/x-l 

Chia hai vế cho Vx ta thu được bất phương trình: 2 — H-—- - Ẩ —< 0 

V X Yx-1 











































Khám phá hí íỊiiỵêí chuyên ỉte PT t bất P J t hự PT, hất ĐT- Nguỵềii Trưng Kiêĩi 


Dặt ỉ - ị —— - ịh + —— > Ị bất phương trinh trơ thành: 

lị X ] 1 X ” 1 

t 2 + t-2>Ưo(t — l)(t + 2) > 0. Do t > 1 nên bất phương trình luôn đúng. 
Tóm ỉai nghiệm của bất phương trinh là: X > 1 
d) Điêu kiện: 1 <X <3 

Ta viết lại bất phương trinh thành: 

Ậx-Ĩ)~ + 2 + \Ịx — 1 > *Ị( 3-x} 2 + 2 + \Ỉ3 - X (*) 


Xét hàm số f(t) = Vt 2 + 2 4 t với teỊ"l;3] ta có f’{t) = —j=Ằ — +1 > 0 . 

Vt 2 +3 

Suy ra hàm sổ fft) đồng biên trẽn j"l;3j 

Theo (*) ta có f(x -l)>f(3-x)ox-l>3-xox>2, 

Vậy nghigm của bất phương trình là: 2 <x < 3 

Ví dụ 7: Giải các bàt phương trình sau: 

a) 25 x+W9x 2 -4 >- + 


18x 


* ỵf- +1 


b) 


x + i/x 2 + 


1 -1 


\/3x — 1 + -\/2x + 3 —5 


>0 


c) (x-l)^x" -2x + 5 -4x^x 2 + 1> x + 1 

d) X 4 — 17x‘' 4- 34x 2 — 32x +12 < 5x\/x — 1 


Giải: 


f> M*§ 


Xét: chia hai vế bất phương trình cho X ta thu được: 

1 ^^3 


25 + 


9\Ịụ ^-4 _ 2 18 


>^r + 


X 2 X 2 +1 


( 1 ) 


Ta thấy VT > 25 cỏ VP < — + < 25 nên bát phương trình đã cho luôn 

nghiệm đúng. 
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Ch/ TNHH MTV DVVH Khang Việt 


* Với x<-^ chia hai vế bất phương trình cho X ta thu được: 

3 


L 4 ~ 2 18 _ 1 r_9' 

25-9 9-“ <"+ ? (2). Đặt t=--=>te 0;^ , bất phương trình 

V X 2 x“ x 2 +l X 2 l 4 _ 

(2) trơ thành: 25- 9sỈ9- 4t <2t + - 7 ^- à>9- 9>/9-4t <2t + - 7 ^--16 

1 + 1 1 + t 

o ^ 2 U 2 (t ' 2 )( r 4 U(.- 2 )í » -iỊlU. 

V9 - 4t +1 t+I W9-4t +1 t + lj 

18 t + 4 _ 9 

Xét hàm sò f(t) = —=====-—— với 0<t<™ ta cổ: 

^9^4t+l t + 1 4 

f’(t) =-—--- + — - - >0 nên hàm số í(t) đồng biến trên 

79 — 4t Ị >/9 - 4t +11 (t+l) 


0; ! 


suy ra f(t) >f(0) = 2 >0. Do đỏ bất phương trinh tương đương với 


] ,1 1 

t < 2 w -~ < 2 <=> X 2 >4<=>x<— 7 = 
X 2 2 £ 


. . í 1 1 [2 1 

Kêt hợp lại ta có nghiệm cua bât phơoiìg trinh là: s= —30 ;—-= —-;+oữ ' 

V v2 J L3 J 

b) Điều kiện: X > -ỉ 

2 

. _ / 2 ~z * _í ,„..v „ X Vx 2 +1+X 

+ Xét hàm số f(x) = X + VX +1 - 1 ta có f (x) = 1 + _ , Vì 

\j \" +1 > xj mà jx| + X >0 =3>f*(x) > OVx. Như vậy hàm sỏ' f(x) đong biến trên 
R. Mặt klìác £(0) = 0 suy ra £(x) luôn cùng dấu hoặc cùng triệt tiều vói X 


+ Xét hàm sô' g(x) = \Ị3x - 1 + yỊĩx +1 


trên 


- —;+ữ0 
2 


g’(x) = 


1 ì 

^(3x-l) 2 'lĩx + ĩ 

á.'' f 


>0 nên hàm số g(x) đồng biến trẽn 


ta có 


" 2 ‘ +cc ) 


Mặt khác ta có g(3) = 0 nèn hám sổ g(x) luôn cùng dấu hoặc cùng triệt tiêu 


với x-3. 
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Khám phá hí íỊiiỵêí chuyên ỉte PT t bất P J t hệ PT, hất ĐT- Nguỵềii Trưng Kiêĩi 


Kết luận: Nghiệm cùa bẩt phương trình là: s — Ị ; 0J \J {3; + 00 ) 
c) Ta viết lại bẩt phương trình thành: 


Ta viết lại bất phương trinh thành: 

(x-1) V X 2 - 2x + 5 + 1 j > 4xa/x 2 + 1 + 2x < 

<=>(x-]}^{x - l) 2 + 4 +1 >2xj *^(2x) 2 + 4+1 
Xét hàm sổ f(t)-tí x/t 2 +1+1 I ta có F(t) = | 


= tị Vt 2 +1 +1 I ta có f’(t) = |^>/t 2 +T + 1 Ị + ựsẳ 88 


> 0 nên 


f(t) đong biến trên R . 

Theo bất phương trình ta có t'(x 1) > f{2x) o X 1 > 2x <=> X <^1 
Kết luận: Ngtừệm cúa bất phương trình là: s = (-x;-l) 

đ) Điêu kiện: X > 1. 

Ta viết lại bất phương trinh thành: 

25x 2 {x -1) + 5x-/x-1 > Ịx 2 + 4x -4jf + X 2 +4x -4 (*) 

Xét hàm số f{t) = t 2 +t với t>0. Ta có f (t) = 2t +1 > 0 . Theo (*) ta có 
f(5xVx-1) > f(x 2 + 4x -4) <=> xVx-1 > X 2 + 4x - 4, 

Vì X>1. Chia hai vế bất phương trình cho X 2 ta thu được: 

X—1 


X — 1 


T 


>1 + 4 


Đặt t = 


x-1 


> 0 . Bất phương trinh trỏ thành: 


4t 2 -5t + l<0-o — <t<lo^ 


x-1 


<1 


fx-l 1 

- ^ — 


I x“ — X + ĩ > 0 2 [— [— 

<=> ị x z -16x + 16 < 0 o 8-4\/3 < X <8 + 4V3 , 

X 2 -16x+16<0 


Kết hợp điêu kiện suy ra s = S.-4>/3;8 + 4\/3 J 


Ví dụ 8: Già ì các hât phương trình sau: 
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Chf TNHH MTV DVVH Khang Việt 


a) 2\/x 4- 2 4- \/Ìx+T > yỊĩx - ĩ 
c) Í24x -11 - 16xs/2x -1 -1 < 0 


. x 4 -5x 2 +7V3-2X + v/x -1 

b ) — ỉ — '>T7- — :— 
- s/3 - 2x 4- sỊx +2 


>1 


Giải: 

a) Dặt a = ĩx + 2; b = \f3x + Ị => ìỊĩx - 1 = \/b' -a _ì 
Bát nhuơnc trinh trò thành: 2ầ + b > \/b^ — a^ c 


v2 2 

+ a 


> 0 o 


■— V TI - — r ~ 1 " ! " 

Bất phương trinh trớ thành: 2a + b > víb^ — a^ o (2a + b Ị -1— a^ j > 0 
o 3a|3a 2 + 4ab + 2b 2 Ị > 0 ■» 3aj 2Ịa + b) 

TH 1: a 2 = 2( a 4- b) =0 không thế xay ra 
TH 2: a >0 <=>x + 2> 0 <=>x >-2 


a > 0 

a 2 = 2{a + bý 2 =0 



X € 

[*fl 

b) Điêu kiện: 1 


2 


X 2 - 

-SỈ3- 


4 Xét x=0 bất phương trinh thoa mân: 

3 

+ Xét X = ^ bất phương trình không thỏa man. 
2 


/ 3^ 

NỐU xe 0;“ 

2 


xét hàm số g(x) = X 2 - sỉ3 - 2x + sfx + 2 
, 1 1 

Ta có g'(x) = 2x Hr - - H- - > 0 nèn hàm số g(x) đòng biến trẽn 

x/3-2x 2sỊ3-2x 

jr \ r M ▼ Nà. / X 


ĩ} 

2 


3^1 r- 

0;^ mật khác g(0)>2 s/3 >Q=>g(x)>0 với mọi X thuộc 


Bất phương trinh tương đương với: 

X 4 -5x 2 + 7sỈ3- 2x + sfx -1 > X 2 - sỉ3- 2x + i/x + 2 


ỉ 3^ 

0; f 

V 


o X 4 - 6x 2 + SsỈ3 - 2x - 3 > 0 
Xét hàm sổ f(x) = X 4 — 6x“ + 8ì/3-2x -3 trên 


0; 
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Khám phá hí quyêị chuyên ỉte PT t hất PJ t hự PT t bíĩt ĐT- Ngíiỵềii Trung Kiẽĩí 


ủ Q 

Ta cỏ f'(x) = 4x 3 -12x ■_ = 4x(x 2 -3)—===<0 nên hàm số f(x) 


\j3-2x 


^3- 2x 


nghịch biẽh trên 0;“ . Mặt khác ta cỏ f(l) = ũ nên bất phương trình cỏ 

\ 2; 

dạng: f(x) > f(l) OK<1 

Kết luận: Nghiệm cua bất phương trình là: s — [0;1 j 

, _ 2 , 

c) Điều kiện: x - 2 ■ Đặt y = V2x -ĩ > 0 => X = — ~ 

Bất phương trình đã cho trò thành: 

ýl2y 2 +1 - 8{ỵ 2 + l)y -1 < 0 8y 3 + 8y +1 < Ệ2 y 2 + ĩ 

C3 8y 3 + l2y 2 -t-8y + 2<ựl2y 2 + l + 12y 2 +1 

<=>(2y + l) 3 +(2y + l)<12y 2 + l + ^12v 2 +1 

Xét hàm SỐ f(t) = t 3 + 1 => f’(t) = 3t 2 + 1 > 0. Do đỏ hàm số đong biểh trên R 
Theo bất phương trình ta có: f (2y +1} < f [ ýỉ2y “ +ĩ j o 2y+1 < ^12ỵ 2 +1 

cr> (2y + 1) 1 <12y 2 + l<=>8y 3 +6y <0 <=> 2y|4y 2 + sỊ <0 e>y <0 

Kết hợp điêu kiện ta suy ra y=ữ'ox=Ị 

1 

Kểt luận: Nghiệm cua bất phương trinh là: x = 2 

2x^5-“lo 2 ^x 3 -1>0 

d) Điều kiện: Ị x o ị X 2 -1 > 0 o X > 1 

1--V>0 x*0 

Bâ't phương trinh tương đương với: Jĩx-j5 - -Ậ- + Jl —- — > 0 

Xét hàm số ể(x) = ^x-v/s—^- + ^ịl ——— trên £l;+oo) 

Ta thẩy X = 1 không thíSa mãn bát phương trình. Khi xe|1;+ĩ| 
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Ch/ TNHH MTV DVVH Khang Việt 


Ta có f (X) = 


±Ề i 
fi*~ĩ Fĩ 

ĩiSmcr hi/ k n frpn ỉ 1 ■+ỜC 1 


+ -y > 0 vói mọi X £ (1;-KK Ị, Nhu vậy 


hàm số f(x) đông biốn trên (1; +‘X) 

Ta có f(^) = 0 nên bát phương trình có dạng: f(x) > f{\ỊS ) o X > <js 

Kết luận: Nghiệm của bất phương trinh là: [S-. +00 Ị 

Ví đụ 9: Giãi các bất phương trình: 
rm—“ 2x 2 - 9x+6 


a) \Mx* +18X-20 + 


2x 2 -9x + S 


> Vx 


b) 


f+l + Ị 


2 — X + 


3 


2 -X 


<4 (xe|J ). 


a) Điều kiện: 


5 

2 < X < ^ 

2 

2x 2 -9x + 8*0 


Giải 


<p>2< X 

2 


Ị —^—77-77 2x 2 -9x4*6 , . 2x 2 -9x + 6 

Từ điêu kiện ta suy ra: V“4x 2 + 18x - 20 + ———- > f(x) — ———— 

2x 2 -9x +8 2x 2 -9x + 8 


Khảo sát hàm số f(x) trẽn Ị 2;-^ | ta có 
Mặt khác ta có 


có f(x) > f 


'9' 

4 J 


33 

17 




Vậy tập nghiệm của bất phương trình là: s - 


2; 


b) Điêu kiện: xe(0;2). Ấp dụng bất đáng thức cỏ si ta có 



Tù đó suy ra 


f+ỉ + f- 


x+ _L> 2 [i + 

2 - X 









>4. 
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Kìíiint phá hí qityêí chniỷhi iỉê PT, bất PT t hệ PT, bãt ĐT - Nguyền Trang Kìén 


Kết hựp tất cả các điều kiện ta suy ra bât phương trình có nghiệm khi các 
dấu bằng đồng thài xáy ra túc là: X — 1 


MỘT Số BÀI TẬP RÈN LUYỆN 


1) 8x 2 +16x- 2U -\/x + 15 =0 

2) 4x 2 -11 x + 1ữ = (x-1)v/2x 2 -6x + 2 




4) 2\jx - 1 + 3^5 -X + 3x 2 -30x + 71 = 0 

5) ặx 3 +7x 2 +lị*+ 5 +x 2 -x-3 = ^5x-7 

6) 8x 3 + 1 ữx -17 = 8\/-24x 2 + 30x - 7 

7) |2x 2 -4x + iỊ>/2x- 1 =4x 2 -7x + 3 

8 ) ịx 2 + lịsinx = 1 + x-x 3 -^3x +1 

9) ậ'ĩ^ĩ + ^2=^2x-3 

10 ) ?2x + l + $6x + ĩ > ?2x-l 


12) 3\/x 3 +1 = 2(x 2 + 2 ] 


13) 18x 2 -13x + 2 = J3Í81x 4 - 108x 3 + 56x 2 - 12x +1) 



15) ^2x + 2 + ^2x + ĩ = + feí 2 +1 

16) X 3 + 6x 2 -2x + 3 - (5x -1)^x 3 + 3 











































19) \/x 4 2 4 ^x+ĩ = ^2x 2 + ĩ + ^ĩx 2 

20) X 3 -3x 2 -8x4 40 = 8^4x44 


Ch/ 7A'ffH AfTV DV\1Ì Khang Việt 


21) 25x 4 9 Výx 2 - 4 = — 4 

X X 2 +1 

22) \feox 2 4 80X 4 1254 < 2x 4 144s/3x 46 

23) I3yfĩc 


X** +9&+X* =16 
24) (X 4 3)\f—X 2 -8x 448 = X - 24. 

^(x4l)(2x-l) 


25) 8x 2 — 13x 4 7 = 


' 1 * 

1 + 1 


4 X - X - 1 


26 j Jx 2 -x~6 4 7Jx-Jố(x 2 4 5x-1Ĩ)^ 0 
x + 3-^2(x 2 + lữ) 

27) Vlx 2 4 38X -1 - 2 ựóx - ĩ >X4l 

28) 17^X4 1 4 34^3 - X < -X 2 4 6x 4 25 

29) 2x 4 sTx > 11 4 

x-2 

30) X 4 \/2x4l >14 \Ịx+2 

31) 2 VT7T + n/1y 3 +5.y- 2 > VlSx : + 18.V-5 

32) >/4.r + ỉ 3.V -1 73 4 Wjc~- 5 > 4ĩx 2 - X -1 

33) V4,v : 4 24.V + 35 > v* : 4 3.V 4 2 4 V-V 2 4 7* + 12 

34) V? 4 5.TT -1 Lv 4 3 < yjx' 4 ~p - 3x - 6 4 2 V-Y - 3 

35) %/4.t 3 - 4.V" +8.V-9 > x/x 3 -2x : + 2.V-4 4- V-Y 5 -x 1 + x-\ 
5 


36) 


37) 


8.V- 


= 3, 


X 

X 1 — X 4 6 


Í4.V--3 

3jt-2 


> 2, 


x-x + 2 


x + 2 


X +1 


38) 5, 


ar + ] _ 2jT + 13 
5*-2 " 4x-X 
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Kìíiint phá hí tjntfct chniỷhi iỉê PT, bứt PT t hệ PT, bất ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


39) = 2, 


JT -3.V + 4 


2 + x 


ì + x 


+ 3 


40) 3, 


x 2 +2 2 x 2 +13 


4x-l 


4 


41) Jx + 5 + 


8x-l 

ĨF_2(x + 2) 2 + ll 


42) 


43) 


X — 1 5x-3 

[3^2 2(3x-ĩ)V2.v-I + l 

2x ~ ì 2+-Jị2x-ĩỹ 

2jr-l (2*-I)V2 j-I+3 
3.V- -2 ” s/2x-Ị +3Í3x l -2Ì' 


44, .p7ĩ_ 47^i,3(.r + l) 

\3x-l (3x-l)73*-I +3 


HƯỚNG DẪN GIẢI CÁC BÀI TẬP RÈN LUYỆN 


1) Ta viết lại phương trinh thành: 

lóx 2 + 32x-40- 2\fx +15 =0o{4x + 4) 2 -56= s/ĩx + 60 
Đặt V4x + 60 = 4y + 4 ta có hệ sau: 

( 4 y + 4 ) 2 =4x + 60 
(4x + 4}“ = 4ỵ + 60 


|(4y + 4}“ = 4x + 60 
/ 2 

I (4x + 4}“ - f>6 =. 4y + 4 


Trù tú ng vế 2 phương trình của hệ ta có: 

(4x + 4) 2 -(4y + 4) 2 -4(y-x)e> líi(x-y )(x+ y+ 8) = 4(y - x) 


x = y 

<=> _4(x + y + 8) = l 

Giai phương trinh ứng vói 2 trường hợp ta thu được: 


X = 1; X 


-9 + 7221 
9 




































Chf TNHHMTV DtTH KIkuiịị Việt 


2) Điêu kiện: 


X < 

X > 


3 s 
2 

3 + S 


Ta viết lại phu ong trình thành: 

( 2 x- 3) 2 + {x + 1 ) - (x " 1 )ì/(x - l)( 2 x - 3 ) -(x + 1 ) 
u = 2 x ~ 3 


Đặt 


v = V(x-l)( 2 x- 3 )-(x + l) 


ta cỏ hộ phương trình: 


ir + X +1 = (x - l)v 
v 2 + x + l=(x-])u 
Trừ từng vế hai phương trinh ta có: 

u = V 


(u - v)( u + V + X -1) = ữ <=> 


u = —V — X +1 

Giãi theo hai trường hợp ta thu được phương trinh vô nghiệm. 

T 


3) X 2 - 3 x + 1 = --ệ- Vx 4 + X 2 +’ 


* Cách 1: Ta viết lại phương trinh thành: 

s 


X -3x + 1 


= 3 \K x2+X + I )(* 2 _x + 1 ) 


C^-X + lỊ-^+X + I^-^^ + X + lỊ^-X + l) 
Chia phương trinh cho Ịx" + X + 1 j > 0 ta thu đưọc: 


^2 


X -X + I 
2 

X + X + 1 




yỊs I X 2 - X + 1 


X + X + 1 


Dặt t = 


X -x + i 

'ã" 

X + X + 1 


>0 


s 


Ta có phương trinh: 2t“ + —— t -1 = 0 ^ t = -p 

3 SỈ3 


í Jl 


Giải 

* Cách 2 


X — X +1 
X 2 + X + 1 


Vã 


o X = 1 
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Khám phá hí qnyêí chuyên ỉte PT t hiĩt PT, hự PT t bíĩt ĐT- Ngíiỵềii Trung Kiẽĩí 


Xét X >0 chia hai vế phương trình ta có: X - 3 + - = - ” . Ix 2 +1 + ~ 

X 3 V X 2 

Đặt t = X + — > 2 ta cố phượng trinh: t - 3 = - x/t“ - 1 

1 1 Ị T j~" 

Xét X <0 chia hai vế phương trình ta có: X -3 + — = ““„ Ịx 2 +1 + 

X 3 

Đặt t = X + — ta cỏ phương trình: t - 3 = ì/t 2 -1 

X ^ 3 


4} Điều kiện: 1 < X < 5. Phương trình được viết lại: 
2\Ị X -1 + 3\Ỉ5 -X = -3x 2 + 30x - 71 
Xét hàm so 2 \Ịx- ĩ + 3\Ì5 - X vói 1 < X < 5. Ta cỏ 


, 2yỊ $-X -3>/x-l __ ,,, , _ _ 29 , 

2>/5-xyx-J 13 

Suy ra f(x) > 4 với mọi 1 < X < 5 . 

Ta có -3x 2 + 30x - 71 = -3(x - 5) 2 + 4 < 4 

Khi x = 5oVT = VP 

Vậy x = 5 là nghiệm duy nhát. 

Cách 2: Dùng biêu thức lỉện hợp: 

Ta viết lại phương trinh thành: 

2-Jx -1 - 4 + 3\j5-x + 3x 2 — 30x +75=0 




f(5) =4;f(l) -6 


<+> 2 


o 2 


(x-5) 


+ 3\/5-x + (x - 5){3x -15) = 0 


■\/x — 1 +2 

+ 3>/s^x + (x - 5)(3x -15) =0 

Vx-1+2 


X = 5 


+ 3 - (3x -15) = 0 

LVx-1 +2 


Ta thấy -V^-x(3x -15) >OVx er 1;5] 

—2\Ỉ5^Z 

Ta chúng minh: -ị x _ + 3 > 0 <=> sVx-l + 6 - 2^5 - X > 0 nhung dictì 

Vx-1+2 

này là hiển nhiên đúng do: 2\j5 — X < 2\ịs — 1 — 4 nèn 6 — 2\/5 — X > 0 
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = 5 
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cty TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


5} Điêu kiện: X > - đặt a = \/x' + 7x 2 + 11X + 5 

5 

Ta viết lại phương trình thành: 

+7x 2 +11x + 5 - (X + 2) + X 2 - X - 3 = V5x + 7 - (x + 2) 


o 


x-3 


a 2 + a(x 4- 2) + (x + 2) 2 


2 * . X 2 - x-3 

+ X" - X - 3 + . -= 0 


yỊEx + 7 + X + 2 


X -x-3=0 
1 


1 . 1 

-- 1 — + l+ -==À _ = 0(«) 

a 2 + a(x + 2) + (x + 2) 2 V5x + 7 + X + 2 


Dề thấy vế trái (*) luôn dtrưng. Nên phương trình tương đương vứĩ 


X-X-3 = 0<=>X = 


1 + VĨ3 


3jf 2 ™ 

61 Dặt y-24x + 30x -7 - y ta có hệ phương trinh sau: 

8x 3 +10x-17=8y ~ _ . L 

cộng theo ve các phưong trình của hệ ta có: 

-24x 2 + 30x ” 7 - y 3 

8x 3 - 24x 2 4- 40x -24 = ỵ 3 + 8y c^>{2x - 2) 3 4- 8(2x- 2) = y 3 + 8y 

Xét hàm số f(t) — t 3 +■ 8t => f’(t) = 3t 2 +8 > D => f(t) dỏng biến, 

Ta có 

f(2x -2)^f(y)o2x-%yo2x-2 = ặ-24x 2 + 30x-7 o 4x 3 -3x = ì 

2 

Đặt X - cost,t e[0;nj=^ cos3t = -ì, từ đó tìm được 3 giá trị t thỏa mãn la: 

_ Jĩ 5rr 7 tĩ 
~9'~9 ; ~9 

Như vậy phương trinh bậc 3 có đúng 3 nghiệm là: 

TE 5ĩi 7 jt 

X - cos —; X — cơs— ; X = cos—- 
9 9 9 

7} Điều kiện x ' Đặt n = X - 1; V = \Ì2x - I phương trình đả cho trờ thành 

Á 

(2u 2 -lW = |2v 2 -l|u«(u-v)(2uv + l) = 0 

























Khám phá hí íỊiiỵêí chuyên ỉte PT t bất P J t hệ PT, hất ĐT- Nguỵềii Trưng Kiêĩi 


+ Nếu 2uv +1 - 0 <=> 2(1 - x)>/2x-1 = 1 =>XeỊ i;lj 

Mặt khác ta có: 2(l-x)<2 ỉ -“ 1 = 1 ; yịĩx -1 <>/2-1-1 nên phương 


trình đã cho vô nghiệm 
Kết luận: x = 2 + \ỊĨ 

8) Trước hết ta chứng minh các bất đẳng thức: 


si n X > X — — 
6 


cos X > 1 — — 7 - 
2 


với mọi x>0 {*) 


Bạn đoc dề chứng minh bằng phucmg pháp hăm số 
Trủ lại bài toán: Ị X 2 +1 Ịsin X = 1+X—X 5 - %/3x + l tượng đương với 

Ịx 2 + lỊsinx —1 — x+x^ + \j3x~ 1 =0 , 

Xết hàm sô' f(x) =Ịx 2 + lỊsinx -1 -X + X 5 + \/3x +1 , X e R . Ta có 

f{x) = 2xsinx + [x 2 + 1 |cosx-l + 5x 4 + ■ 

*■ ' $3^, 

1 


+ 1) J 


Dễ thây 


>0 .Ta chứng mình 


ặ(3x + J) 2 

g( x) = 2x sin X + Ị X 2 +1 ỊcosX-1 + 5x 4 > 0. Vì hàm số g( X) là hàm chần nên 
ta chi cần xét khi X >0 

Áp dụng các bất đẳng thức đã chúng minh ó (*) ta có 
g(x) ì= 2xsinx + |x 2 +ljcosx -1 + 5x 4 


> 2x 


X - 
6 




1 - 4 ' 

2 


- , - * 5x 2 25x 4 

-1 + 5x = —— + —— > 0 
2 6 


Vậy hàm sổ f(x) dóng biến . Mặt khác f(0) = 0ox = 0 là nghiệm duy nhất 
của phương trình. 

9) Su dụng đăng thức: (d 4- b ) 3 = a ‘ + b' + 3ab(a + b}. 
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Ch/ TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


Phương trinh <=> 2x - 3 4 3^jị X -1J (X - 2)I \jx-l 4 \Jx-2 Ị - 2x-3 

3Ịx~-ĩ +XỈX-2. = ^2 X - 3 3 

<=>J R-—--—-- (*)<=>x = I;x-2;x = 2 - 

|3/(x^l)(x-2)(2x-3) = 0 2 

10) BPT tương đương: 

ị^2x + Ị + ^ẽxTĩ] 3 > 2x -1 

^í(2x + l)(6x + Ì)(?2x + l + ^6x + lỊ + 3{2x + l)>0 

ĨIlx 4 1 \Ị(rx 4 1 4 ý(2x~4 l|(6x 4 i)+ậ2x+i) 2 j>0(*) 

Vi a 2 + ab + 3b 2 = 


o 


<=> 


b 

a 4 — 
2 


4 — b 2 > 0 


^í(6x 4 1 p 4 ^(2x 4l}(6x + 1) 4 3^(2x 41 p >0 


(*)c^2,v+l >0<=>A'>-ị 

2 


.1 X* 5 
11) —" 4 —— 4-^ 

X 2 l-x 2 2 




-X 2 ^ X 
x >/l- X 2 ; 

x/l — X 2 


42 = 0 


Điêu kiện: — 1 < .V < ỉ . Đật t s= 


X 2 1 

4-F^==^t Z = —— 4 • 




X 2 1 - X 2 


41. 


PT đà cho thánh: 2r 4 5t 4 2 = 0 t = -2; 


* t = -2 <=> t - 


1 Vĩ-x' 

2 X 




=-2o 


-1 < X < 0 

1 X 2 

X 2 1 - X 2 


<=> X = — 


£ 


* t = -ịo£ 


V „ t 

X X 

— + T= = -;OÍ 

vr ^ 2 2 


-1 <x<0 

■ 2 3 hệ vô nghiệm. 

x i l-x 2 = 4 


1 X" 
~2 + 


Vậy phương trình đã cho cỏ nghiệm duy nh.Yt X = — J= 

V 2 


12) 5^x 3 + 1 = 2|x 2 42) 
piệukiện* X > —1 
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Kìíiint phá hí tjntfct chuựêìi iỉê PT, bất PT t hệ PT, biit ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


]*T <=> sẬ X + i ịỊx 2 — x+ lỊ = 2|x 2 — x + lỊ + 2(x + 1) 


_ x + 1 

<^> 2——-- 5 


x 2 -x+1 Vx 2 -x+l 


X + 1 _ _ T 

+ 2 = 0(Do:x -x+ l>QVx) 


Đặt t = ,| > x + ĩ ,t>0,tacỏ: 2t 2 -St + 2 = 0-» 

X 2 -X + 1 


t = 2 

t-ỉ 

2 


* t = 2 <z> ^ — = 4 o 4x 2 - 5x + 3 = G PT vô nghiệm 

X -x+1 

* . 1 x+1 1 2 M n . 5±^37 

* t = :«” —-=-:Ox -5x-3 = 0«x = ~~— 

2 x 2 ~x + l 4 2 

13)Đặt a = (3x—l) 2 . Ta có: 

18x 2 -13x + 2- 2(3x-lỊ 2 -X = 2a - X 

81x 4 - 108x 2 + 56x" -12x +1 = (3x -l)" 1 + 2x 2 = a 2 + 2x 2 

Vậy phương trình đã cho trô thành: 


2a - X =. |3[ ã 4 + 2x 2 Ị 


a> J 
2 


<=> 


a 2 -4ax - 5x 2 =0 


a>í 

2 

a = -x;a - 


a - -X <=> 


-X > 


9x~ -llx + l = 0 


vô nghiệm 


a =5x <=> 


_ X 

5x > ^ 

2 

9x 2 -llx + 1 = 11 


o X - 


11 ± ^/ii 


18 


Thu lại ta thấy Ĩ’T đã cho có 2 nghiệm X = 


U±-Js5 


18 


141ĐÍỂU kiện: .Y # ± ỉ. Đát X = tan t, t e 
Phương trình đã cho trỏ thành: 


_ \ V J _ 

n ít 1 Jt 
;t*±-f 
4 


2'2 j 


í 


1 + tan 11 


2 tant + VI + tan t = 


1 - tan 2 1 




2sint + l 


5x 


cost cost.cos2i 



























Ch/ TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


c=> cQs2t(2sint + l) = l 

<=> (l -2 sin 2 t|(2sĩn t +1) = I o 2sin 2t| 2sìn 2 1 + sint - 1 j = 0 <=> 


sin t - 0 


sin t = • 


* sũit =0^t=0=>x=tant=0 

, 1 ít 7t 1 

* sint = — =5- 1 = — => x = tan— — — 

2 


6 


6 75 


Vậy phương trình có 2 nghiệm X - 0; X = 


15) Do VT> 1 nên "“> VP > 1 <=>x> —1 , 


Ĩ3 


Ta có PT Ị ^2x 2 +1 - \fex 2 +2 Ị + Ị^^2? - yịlx 2 +ĨJ = 0 

_ 2x 2 -2x-1 _ + _ 2x 2 - 2x -1 _ 

ậ 2x 2 + J Ị 2 4 - 2x 2 +1 Ị( 2 x + 2) + ậ 2x' + 2 Ị : ìỊìà +^2x 2 (2x + l) + ^|2\ 2 + ]Ị : 

2x 2 - 2x - ] = 0 <=> X = ——— là nghiệm cứa phương trìnli đã cho. 

2 




■ = 0 


<=>2x -2x-l = 0«x = 


16) Điêu kiện: X > — 


1 


Ta thấy X — không ỉà nghiệm cũa phương trình nên ta có: 
5 


Phương trình <=> 


X 3 + 6x 2 - 2x + 3 




+ 3 


5x-1 

x 3 + 6x 2 ~2x+3 __l ĩ “ - _ X 3 - 4x 2 +3 /3 , r - 

<=>--£■——-2x — vx + 3 —2x <=> -———— = Vx +3 - 2x 

5x -1 
X <0 


5x -1 

* Nêu 'Ịĩ + 3 - 2x = 0 o < 


X <0 

X 3 - 4x 2 +3 = 0 


o < 


0) 

3-751 


(x-l)Ịx 2 -3x-3) = 0 2 


Khi đó (1) đúng x = 


3-75Ĩ 


là một nghiệm ciia phương trình. 


fcfa , .. . 3-75T _ _ x 3 -4x 2 +3 x 3 -4x 2 +3 

* Nêu Xí—f—=3(1)0—————= J-— -- 

2 5x-l ^ữã + 2x 


o 


x 3 -4x 2 +3 = 0 (1) 

7x 3 + 3 + 2x = 5x -1 í 2 ) 


Ta thây: ( 1) có 2 Iighiộm X = l;x = 


3+ 75Ĩ 









asỉiỉ 
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Kìíiint phá hí tjntfct chuựêìi iỉê PT, bất PT t hệ PT, bất ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


(2)0 Vx 3 + 3 = 3x —1 o 


x>ỉ 

3 o ị ^ 

X 3 -9x 2 + 6x + 2 = ữ |(x-l)ịx 2 -8 x-2Ị 


0 


o 


X=1 


X = 4 + 3\fz 


Vậy phương trình có 4 nghiệm: X = l;x = ———;x = 4 + 3\Ỉ22 


3 + V 2 Ĩ 


17) Điều kiện: X > -4 


FT«2 




+ X +1 


X + 4 


-1 


+ X 2 - 3 = ■■ ■ 2 - - I 


X +X + 1 

_ă±á= — + x 2 -3 + 






ị 


X 2 + X + 1 


X + 4 


+ 1 


j 2 + Vx 2 + 1 jV 


= Q 


X 2 +1 


w 


! (* 2 - 3 ) 


^(x + 4 )Ịx" + x + lị + X + 4 


+ x -3 + 




(* 2 - 3 ) 


X 2 -3 

|2 + Vx 2 + lj \/* 2 +1 

_2__ + _t_ 

(x + 4)ịx 2 + x + l) + x + 4 Ị 2 +Vx 2 +1 jVx 2 +l 


= 0 


c^x 2 -3 = Qox = ±fi 

18) Diêu kiện 


3x + l>0 

7x + 2 > tì <=> 

X + v?x + 2 > 0 


x>4 

7 

n/7x + 2 > -X 


<=> X > 


7-J^7 


7->/57. ì 
2 


ta cò: 


Xét hàm số f(x) ^ì/ÌxTT + s[x^Jtx + 2 -4 trên D = 

3 1 + -^- 

r(x)* _ . » H- — > 0 nén hàm sổ f(x) luôn đòng biến và liên 


tục trẽn D. 


no 




















































Ch/ TNHH MTV DVVH Khang Việt 


Mặt khác f( l) = 0 X = 1 là nghiệm duy nhất. 

19) Dặt: u = \/x + ĩ,v = \/zx thì phương trình đã cho thành: 

^ŨTĨ + u = \ív 3 +1 + V <=> f (u) = í (V). Xét hàm số f{ t) = 1 3 + ] + t 

t 2 _ „ „. _ 

Ta có: f'( t) ——p +1 > 0 nên f{t) là hàm dồng biến. 



Do đổ: f( u) = f( V) <=> ti = V <=> 2x“ = x + 1 <=> X = l;x = 


Vậy phương trình có 2 nghiệm X = l;x = “ . 

20) Đĩêu kiện: X > —1. Ta có: 

X 3 -3x 2 ~8x + 40 = (x + 3)|x 2 -ỎX + 9Ị + X + 13 

= (x + 3)(x-3|~ + x + 13>x + 13 = j((4x + 4 )+16 + 16 +16) > 8%/4x + 4 

4 Ể 

Đăng thúc xảy ra khí và chi khỉ X - 3. 

Vậy phương trình đã cho cỏ nghiệm duy nhất X = 3 . 

21) Đỉều kiện: |xj > ậ 


* Vói X > ^, phương trình đâ cho tương dương với: 
3 _ 


25 + 


í^9x 2 - 


2 18 

;ếV+l 


( 1 ) 


Dề thấy phương trình (1) có VT >25 và do X > ^ ta có VP Ế -■ + ^ < 25 

nên phương trình đã cho vỗ nghiệm 

2 

* Vói X í phương trình đã cho tương dương với 


25-9.[9-A = 2 + (2) 

X X X +1 




Đặt -i- = t ] 0 < t < -7 


, phương trinh (2) thành: 


25-9>/9-4t = 2t + -^o9-9>/9-4t =2t+ . 

1+t 1+t 


18t 


16 











U) 























Kìíiint phá hí qityêí chniỷhi iỉê PT, bất PT t hệ PT, bất ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


18 


o 

4/9 ~4t +1 t + 1 

T .n .... 18 ^18 

Lưu ý răng vơi 0 < t < — có , — > — và 

y B 4 T^ĩĩ + l 4 


t + 4 


tV9-4t +1 t + 1 
t + 4 


= 0 ( 1 ) 


, 3 18 

= 1 + —— < 4 < — nên 
t + 1 t+1 4 


18 


t + 4 


>/9-4t +1 t + l 


> 0 * 


Vậy (3) 4 » t = 2 => X = 


72 


KL: Phương trinh có 1 nghiệm X = - 


7Ĩ 


22» Điểu kiện: x>-2 

BPT được viết lại: ^5{2x + ip + 20{3x + 6) < 2x +1 + 4>/3x + 6 

Đặt a = 2x + I; b V3x + 6; BPT o \fer +20b 2 <a + 4b 
a + 4b > 0 


<=> 


5a 2 + 20b 2 < (a + 4b) 2 


<=> a - b 


, _ 1 

r -- [x > -4- 

2x + 1 = V3x + 6 e> ị 2 


e>x = 1 


4x 2 + X - 5 - 0 


Kết luận: Nghiệm cua bất phựcmg trình lá: X - I 
231 Điêu kiện: -1 < X < 1 

Bình phương 2 vế ta có : X" ị 13 n/i - X 2 + 9\Ịĩ + X 2 j = 256 
Áp dụng bấi đang thức Bunhiacopxki; 
ị -ỊĨS^-Ịl -X 2 + 3.ylĩ.&4l + x 2 j < (13 + 27)Ịl3- 13x 2 + 3 + 3x 2 ) = 40| 16 - I0x 2 Ị 

Áp dụng bất đăng thức Côsi: lOx 2 Ị16 — lOx 2 j < í=64 


Dấu bằng <=> 


7Ĩ^7= 


7i+x : 


lOx = 16-lOx 


3 <=> 


X = 


x/5 


X = — 


75 
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24) Đặt 


u = n/-x 2 -8x + 48 
v = x + 3 


I u > 0 

I u 2 + V 2 = -2x + 57 


u 2 + V" = -2x 4- 57 
2uv = 2x—48 


Phương trinh trờ thánh : 

25) 8x 2 -13x + 7=ị 1 + - '^(x + l)(2x-l) 

V x / 

PT<=> 8x 3 - 13x 2 +7x = (x + l)ự3x 2 -2 


2 

(LI + V = 9 <=> u + V = ±3 


-li + x -x-1 


2 7 

+ uv + V + X + 1 


o(2x-l) 3 -Ịx 2 - X- 11 = (x +1)X +1 )(2x- 1) + X 2 - X-1 

Đặt u - 2x - ĩ; V - \/3x 2 -2 ta cỏ hệ phương trinh: 
u 2 -Ịx 2 -x-1Ị = (X + l)v 
V 3 — Ịx 2 - X — 1 Ị = I X + 1 Ịu 

LI = V o2x-l - ^3x“ -2 w> 8x^ -15x" + 6x + 1^0 

(*->){ 


(u - v)Ịu 


)= 0 (*> 




)(8x 2 -7 

X - 1 Ị= 0 <=> 


X = l 


-/x-ij = uo 1 

ị* = - 8 

( LL^ 3 2 

V + — + ^(2x-l) +X+1 = 0 

2) 4 

Ý / \2 - 

o4;v + Ị +12x 2 -8x + 7=0o4 v + ^ +4x 2 +2(2x-l) +. 

^2) \ 2 J' 


+ 4x 2 + 2(2x- 1)" +3 = 0 vô nghiệm. 


Vậy phương trinh đa cho cỏ hai nghiệm: X = l;x = -— 

8 

26) Điéu kiện: X > 3 

Ta có (x + < Ịl + l)Ịx 2 +9j< 2^x 2 + lữỊ =>X + 3-^Ịx 2 +ĨÕj < 0 


Bất phương trình tương đương vơi: -X- 6 + 7\/x -<^6(x 2 + 5x - 2) > 0 

<=> sỊx 2 - X- 6 +?4x > ì/ó(x 2 + 5x - 2) 

Bình phirong 2 vcbất phương trình ta thu được: 

5x 2 - IHx - 6 - \Ayjx{x 2 - X - 6) < 0 <^> 5x 2 — 18x -6 -14^(x 2 -3x)(x + 2) <0 
5Íx 2 -3xI - 3(x + 2) -1 4y[( X 2 - 3x){x + 2) <0 
































Kìíiint phá hí tjntfct chnt/ên iỉê PTbãt PT t hệ PT, bất ĐT- Nguyền Trung Kìén 


Chia hai vế bất phương; trinh cho X + 2 >0 ta thu được: 

cj 




X + 2 


3-14 


X 2 -3x ^ 


J 


X + 2 


< 0 . 


Đặt t — 


X 2 -3x ' 


x + 2 




> 0 ta có bất phương trinh mới là: 


5t 2 -14t-3<0^-ị<t<3 


Ta cân giãi 
t<3c=> 


2 - ' 


X* — 3x 1 n 2 _21 ->/ÌĨ3 21 +VÌĨ3 

< 9 o X — 21x —18 < 0 o-——<x <——r - 

2 2 


X + 2 


Kct hợp điều kiện ta suy ra nghiệm của bất phương trình là: s = 


3; 


2lWpÕ 


27) Điều kiện: 


4x 2 + 38x -1 > 0 _ ,_ l 
<=>x>4 
6 


6x -1 > 0 

Ta viết lại bất phương trình thành: + 38X -1 > X + 1 + 2Vóx - ì 

Bính phương 2 vế ta có : BPT 

<=>4x 2 +38x-l£x 2 +2x + l + 24x-4 r 4(x + ì)slỏx -1 

<=> 3x 2 + 12x + 2> 4{x + ì)-Jớx~ĩ <=> 3{x + 1 Ỷ + 6x -1 >4(x +1 )\/(ix -1 

2 

Chia hai vế cho (x + ])“ ta thu được: 


3 + -^4>4^Ị«-^Ị r -4#ẸỊ + 3>0. 

(X + 1) ( x + l) (x+l) (x+ỉ) 

Dặt t - " • ta thu được bất phương trình: t 2 - 4t + 3 > 0 <=> 


t <1 

t >3 


Giai bất phương trình úng với 2 trương hợp cua t và kết hợp điều kiện ta 
suy ra nghiệm cua bất phương trình là 


s = 


6 


;2-slĩ 




- \/2;+qo| 


28) Điều kiện : -1 < x< 3 

Xét hàm sổ f(x) = 17\/x +1 + 34^3 - X trên miên — J < x<3 
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Ta có f'(x) - 


I 17 Ị \j 3 — X — 2\/x +1Ị 

Isịx + 1 \/3- X V3 — X — 2>/x +1 


f (x) = -s/r-x -2-s/x + 1 = 0<=> X = -^ 

5 


Mặt khác f(3) = 34;f(-l) = 68;f 






34 _ Í14 


4 - 34^^ > 34 suy ra f{x) > 34 


Ta có —X" + 6x + 25 = 34 — (x — 3)" < 34 

uy ra bất phương trinh phái xảy ra dấu bằng: =>X = 3 là nghiệm cùa bẩt 
phương trinh, 

29) Điều kiện X > Q, X 7 - 2 

Ta viết lại bất phương trình thành: 


2(x- 2) + 5\Ịx >7 + ■ 


14 


2(x - 2) + 5\Ịx > 


7x 


x-2 x-2 

Nhận xét: x = 0 không thoa mãn bất phương trình nén ta chia hai vế cho 

r~ - . , . (X — 2) 7 *ỉx 

yỊx>0 thì thu được: <=> 2' - + 5 > 

VT x-2 

(x-2) 

Đặt t =— J=— ta có bát phương trinh mới 
Vx 

2 _ 

2t + 5>^<=> — + 3t ~ 7 >0^t|2t 2 +5t-7j>0(+) 


Lập bang xét dấu vế trài bất phương trình (*} ta thu được: 


t>1 

7 


< t<0 


Giai theo X ứng vói 2 trường hợp trên ta thu được tập nghiệm cùa bất 

(l \ 

phương trinh là: s = ; 2 ju (4;-HO] 


30), Điêu kiện X > —5 

2 


Ta viết lạĩ bất phương trình thành: X 1 + >/2x + 1 - Vx + 2 > 0 


Xét hàm so f(x) = X -1 + \/2x + 1 - vx + 2 trên 

1 


-2 ;w . 


Ta có f(x) = I + 





1 , s/4x + 8 -V2x + 1 _ „ 

= 1 + -- 7 > 0 




2-s/2x 4-1 Jx-t 2 
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Kìíiint phá hí tjntfct chm/hi iỉê PT, bất PT t hệ PT, bất ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


Nõn hàm số f(x) đông bien trên 


;+00 

2 


Mặt khác ta có f(l) - 0 nên bất phương trình có dạng: É(x) > f(l) <=> X >1 
Kết luận: s = Ị" 1; +00) 


31) 


Điêu kiện 


,v>-[ 


1 


3x 2 + 5* - 2 > 0 <=> -C > - 7 , 

„ , „ V' 3 

18.V" +18-V - 5 > 0 


Bất phương trinh đa cho tương đương vói 

4 x + 4 + 3 x 2 + 5 x -2 + 4 Ậx +1)(3jc-1 )(jt + 2) > !8jt + 18.T-5 

o 4Ặx + \)(3x-\).jx + 2 > 1 5x 2 + 9x-1 

<=> 4n/3at + 2.V -1 .yfxTĨ > 5( 3x 2 + 2x -1)-(X + 2)(*) 

Đặt \Ỉ3x~ + 2.Í-1 = m; V.v + 2 =v( u> 0. V > 0) thì (*) thành: 

4ttv> 5u 2 — V" <=> (« - v)(5ư + v) < 0 <=> u < V 

fZ í “ 7 r 'T - ■> 1 + "sỊĨĨ >/37 — ] 

6 6 

l yj31 — 1 

Kết hợp với đĩẻu kiện la thu được nehiệm — < A' <---, 

r 3 6 


32) Điều kiện: 


4.V 2 +13a - 173 >0 
X > 5 <=> X > 

2x -A-1>0 


V 2937 ~!3 


8 


Bất phương trình đa cho tương đương với 
V4.v‘ + 13.V-173 > - .V-] -6>/.v-5 (1). 

t 7Ì7^T-6^ = k’-37, + 179 


Nhạn xét: 


> 0, Va- thuộc 


4ĩỹr - jr “ l + 6yfx - 5 

tập xác định. Do đó 
(l)o4r+l3 a'- 173>2.V' --Y”I + 36(.v-5)-12^(2x+1 )(.r-1 )(-Y-5) 
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<=> 2x 2 -22x + 8 + 1 2Ậ2x + ì)(x~5).Jx-[ > 0 

<=> 2x 2 - 9x-5 + 1 2%/2x 2 -9x-5.Vx^Ĩ - 13(x - 1 ) > 0 (2). 

Đật Vĩr-91-5 = í/;7-V-1 = bịa >0 ;b >0) thì 
(2) o ỂT +12ừ/> - ỉ 3 b 2 > 0 <=> (a - h ) (ii +136) > 0 <=> a > b 

o yỊlx' -9x-5 > 7x- 1 -T 2 -5 jc - 2 > 0 o X > 

5 + 733 


5 + 733 5-733 

—— L — V X < —- 1 —“ 



4;r + 24x+35 > 2jr +1 Ox +14 + 2^(.v + l)(x + 2)(A' + 3)(r + 4) 
<=> 2x 2 + 14.V + 21 >2Ự(a' + 2)(-V+4)(x + 1)(x + 3) 
o 3(x 2 + ó.v + 8 ) — Ị JT + 4x + 3 ) > 2^x 2 + 6.V + 8 A' 2 + 4x + 3 Ị. 

Đặt xr + 6-X + 8 = cr \ X 2 + 4 r v + 3 — h thu được 

Ị~ 3a - b > 0 Ị 3a —h > 0 

3a~h>2^Jab ị _ _ . , .<=><1 , __ - 

9a 2 — bak + b 1 > 4ah 9ữ" — 10 ab + /r >0 


<=> < 


3a-b > 0 
(fí-/))(9f/ -£)> 0 
Xét các trường hợp 


+) 


+ < 


r 3fl-Ếì0 
" <=>< 
ữ-h > 0 

3(,v- + 6x + 8)>.v ; + 4x+3 

<=>< 

A' 2 + 6.1' + 8 > A 2 + 4.V + 3 

3 a —h > 0 

9í7 —/? > 0 

3 ( X 1 + 6.V + 81 > X 2 + 4.V + 3 
9(* 2 + ÓA* + 8) > X 2 + 4.V + 3 


2jt + 14x+21 >0 

5 OJf> 

x>-ị 

y 


77-7 
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Kỉiảiìĩ phá hí íỊiiýêì chĩtĩỷèỉì ỉtê FT f bất P J t hệ PT, hất ĐT- Nguyền Trưng Kiên 

77-7 


<=> 


2-V 1 + 14.V + 21 > 0 


8.v : + 50*+69 > 0 
34) Điều kiện 


o 


x> 


x< 


25 + 773 
8 


V+5jt-1Lv + 3>0 


< x } + X 2 - 3.V - 6 > 0 co 

x>3 

V + 5.r-ll.v+3ìO 

CO í 

[x>3 


(x-3)(,r + 8x) + 13.1 +3 > 0 

X > 3 


co -Y > 3 . Bất phương trình đà cho tương đương vói 

7? + 5.X 2 “1 l.v + 3 < <J? + T 2 -3* - 6 + 27*-3 

Jf + 5x~ -1 l.Y + 3 < X' + X 2 - 3.V-6 + 4*-12 + 4^( X — 2 )(.v : + 3* + 3j(*-3) 

co 4.V- -1 2x + 21 < AẶ~X- 2)(JT- 3).7.r + 3.V+3 

co 3 (JT - 5.V + ó) + X 2 + 3* + 3 < 47? — 5* + 6.7? + 3* + 3 (1) 

Đặt 7 ? -5.V + 6 = a: 7? + 3* + 3 = 6(ư > 0;6 >0) thì (1) thành: 

2_i2 Q-2 I 2 

3íT+6 2 ^4a&co(a-M(3íí-6)sO<=>-—^-. 4 —y-<0 
v A - ớ+ 6 3ơ + 6 

12-742 


co 


{ «- - b 1 )(%- -h 1 ) < 0 co ( 3 -8.y)(8jt -48* + 51)< 0 co 


<*< 


x> 


4 

12 + 742 


Kết họp điêu kiện ta có nghiệm X > 


12 + 742 


; 4x 3 —4 jt + 8* - 9 > 0 
35) Đfêu kiện \ X* - 2x 2 + 2x- 4 > 0 co 
X 3 — x z + X —1 > 0 


(*- 2)( 4 *- + 4*) + 1óx- 9 > 0 
(x“2)(jr z + 2)> 0 
(x-])(*-+])>0 


co X > 2 . 

Bất phương trinh <iã cho tương đuong vói 

^sr 2 ềé: - - v w 
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2Ậx-2)ự+2)(x-\)ự+\) 

Ci> 2 jc' —jr 2 + 5x — 4 > 2 ^(a' — 2)|x" +\ỴyỊ{X — I )ị.v 2 + 2 j 
<=> 3( x i -X 2 + 2x -2)-( X* - 2-V" + X-2 ) > (*). 

Đặt y[jc — .v~ +2x—2 = «;V-Y' - -X 2 + X -2 = v(ỉ/ > 0; V > 0) thì (*) thành: 
3í/ 2 —V 2 > 2uv<a> |ii-v')(3« + v|>0oi/> V 

<^> 4ĩc - X 2 + 2x-2 > y[x* —2? + X - 2 <=> X 2 -Ky > 0 (1) 

Dê thây (1) nghiệm đủng với mọi .Y > 2, 

Kết luận: Bất phương trinh CÓ nghiệm s — Ị2; -t-QO). 


4x 2 -3 

36) Đỉeu kiện -£■—-- > 0; X * 0 . 

3.V-2 

8v' —5 

Với ——-— >0 thi phuotig trinh đã cho có nghiệm, lúc này phương trình 

X 

ban đau biến đôi về 


n 


Í 8j2 - 5 Ì 

-4*--3 

■— u 

Ị 8x 2 - 5 ^ 

- A ĩ 1 

4r - 3 

x ) 

3 A' — 2 

l 3x ) 

3.Y — 2 


Đặt 4.V 2 — 3 = a\3x—2 = b^>8 .V 2 — 5 = 2a + l;3.v = b + 2. Khi đó {*) tương 
đưcmg với 

=^<*(4À+4a + \)b=(b 2 + 4b+4)a 
h + 2 ) b x * x 1 

<=> 4a 2 b - 4 ứb = 4Cí-b<=> abị 4a-b ) = 4 a-b 

ab — \ 


<=> ịab - 1 ){ 4a - h ) = 0 o 


4a = h 


Xét haì trướng họp: 

+) ab = 1 <=> (4x 2 — 3)(3.v — 2 ) = 1 <=> 12 jt —8.V -9.V+ 5 = 0 
o* (x-l){2x-l)(6jf+ 5) = 0 o X e Ị— 

+) 4ÍV =/?<=> 4 (4x : - 3) = 3jf - 2 <=> I 6.V" — 3jc —10 = 0 




























Khám phá hí íỊiiỵêí chuyên ỉte PT t bất PJ t hự PJ f hất ĐT- Nguỵềii Trưng Kiêĩi 


3 + 7^49 3-7649 

=> JY = —77-;jt = —7—— 

32 32 

Đối chiếu vái điêu kiện ta thu được nghiệm 

, 3 + 7329. 3-7329 

A' = 1; X — ---; A' = 


37) Điều kiện 


32 32 

r 1 _ 

X — X + 2 

x+1 <=>*>•!. Bất phương trinh đã cho tương đương 

Á' # — ] 


với (.Ý" - X +6)7x + ] > 2 (x + 2} \fĩr~—x+2 . 

Đặt 7-V" - -V + 2 — li; 7-V +1 - v^u > 0, V > 0 ) ta thu được 

(/r + 4)v >2(v 2 + l)« <=> u 2 v-2v 2 u >2«-4v<^>m»(<í-2v)>2(w-2v) 


;^>Oe>(,,V-4)(« 3 -4v : )>0 


o 


Ị tỉ + 4 ) V > 2 V + 1 ju <=> u V - 2 vu > 2u - 4v <=> I 

(m.-2)(„-2v)>0«i^.í^>0«( 

v A ' wv+2 i# + 2v v 

[(* í + *-2)(jM-l)-4][jr 2 -j + 2-4(jc+l)]>0 

(.T J + X- 2)(x 2 - 5x - 2 ) > 0<=> (*- 1 )ịx 2 + * + 2)(* i - 5.Y- 2) > 0 


Ị 5 _ \ 5 + 733 5-733 

(X -1) (r - 5* - 2 ) > 0 «. .V > V -X±- < ,v < 1. 


Kết họp với điêu kiện ta thu được nghiệm s = 


5-733 


;1 


u 


5 + 733 


-;-KG 


2 

38) Điêu kiện X > — - Phương trình dã cho tương đương vói 


i 


2.y : +1 _ 2-v- +13 
px-t - 20*-5 

Đặt 7—v : +1 = ỉf;75.v — 2 = v,(h*V > o) ^ 2a' 2 +13 = u : + 12;5a' + 1 = V 2 +3. 

Ta thu được — = u <=> 4w 2 + 3 ti - irv+12v <=> 4tfy 2 -irv + 3« -12v = 0 
V 4V 2 +3 

o «v^4v —ỉí) + 3(«-4v) = 0 o (i/v —3)(« —4v) = 0 o ’ 
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+ uv - 3 <=> ( 2-X 1 + ))(5x- 2) 2 = 1 <=> ] Ox 3 — 4X 2 + 5x -3 = 0 
(x-í )(10.V : +ốx + 3) = Qox = l 
+) u = 4v 2r +1 - 20x - 8 <=> 2x 2 - 20.V + 9 = 0 

10 + 782. 10-782 

<=> X- ÌJT = — ■_ - 

2 2 

Kêi luận phương trình đã cho có 3 nghiệm 

10 + 782 . 10 - 782 

X = 1; X = -—-—-—-IX = — 1 —-. 


.v ' - 3.V + 4 


1 + x 
x*-2 


>0 


391 Điêu kiện 

Phương trinh đà cho tương đương với 


ỳ +14 


2 + x 


3 = 2* 


X' — 3.V + 4 x~ — 3a' + 8 _ 

o——-= 2* 


/r -3.V + 4 


1 +X 


2 + x 


1 + x 


<*>■ 


Đặt xf —3x+ 4 = u: 1 +x — V => X' x — 3x+8 = f / + 4; 2 + X = V + 1 .Với 


u +4 
"v+ĩ 

« + 4 
v+1 


> 0 thì n thành 


= 2 J ^<=>(ư 2 +8u + 16)v = 4*(v ĩ + 2v + l)owV-W=4«-lóv 

yy = 4 

<=>«v(h-4v)“4(h-4v)<=>(wv-4)(i/-4v) = 0<=> i ’ 


+) uv — 4 ịx ì -3x + 4 ) ( 1 + x) = 4 <=> X 4 + X 3 -3x 3 + X — 0 

<=> x(x - l)(x 3 + 2x -1) = 0 => X = 0; X = u.v = -1 + 72 ;x = -1 - 72. 

+) u = 4v <=3> X 3 — 3x+4 = 4(1 + x) <=> X ’ - 7x = 0 o X = 0;X = -77;;x = 7? ■ 

Rết hợp với điêu kiện ta thu được tập nghiệm 

S = {o;1;-1+^2;-1-,/2;-V7;V7Ị. 


401 Đfêu kiện X > — . Phương trình dã cho tương đương 
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Khám phá hí quyêí chuyên ỉte PT t bất P J t hự PT, hất ĐT- Nguỵềii Trưng Kiêĩi 


Đặt X 2 + 2- u; 4x - ] - v,(w, V > 0) ta thu được 
Vv 2 v + 


9 i/ 4tr +36« + 81 

. =>9.-" = - y " — 

1 V 4v +4v+l 


o36m-' 2 +36í/r + 9ií = 4irv + 36ừv + 81v 
o 36wv 2 — 4/rr = 81v — 9it o 4iív(9v— u ) = 9(9v — u ) 

<=> (4wv-9)(9v-w) = 0 

4ưv = 9 « 4(x 2 + 2)(4.V” 1) = 9 <=* 1óx 3 -4x : + 32x -17 = 0 


+ ) 




( 2* - ì) (s.v 2 + 2.V +1 7 ) - 0 <=> 


2x = l 


] 


, , =>* = — . 
(x+1) +7x* =-16 2 


+) 9v = 11 o 9( 4x — 1) = X 2 +2o x : — 3Ó.V + 11 = 0 

=>x = 18+V3Ĩ3;x = 18-V5Ĩ3 

Két hợp điêu kiện ta có nghiệm cùa phương trình 

S = |ị;18->/3Ĩ3;18+V3Ĩ3Ị. 

41) Điều kiện X > 1. Phương trình đâ cho tương đương với 


[jr+4 jt + 7 _ 2x ; + 8x + 19 ^ P+4.V + 7 _2(x : +4.v + 7) 

x-1 " X T \ V x-1 5(x-1) + 2 

Dặt \Ịx 2 + 4x + 7 = u; \Ịx — 1 = v,( lí, V > 0) ta thu được 

II 2u : + 5 


5v = 2u 

uv - 1 


— = —-——- o 5wv : + 2i/ = 2vtr -5v = 2 vu 2 — 2u 
V 5v 2 + 2 

<=> 5v(hv — 1 ) = 2ií(/iv — 1) <-> (5v — 2u )(hv— l) = 0 C3- 
Xét các trường hợp 

+} 5\> = 2li <=> 25 ( x : + 4.V+ 7) = 4 (X - ỉ ) <=> 25.V 3 + 96.V +179 = 0 (vỏ nghiệm). 

+) uv - 1 <=> (jr + 4x + 7 Ị (X — Ị)= 1 

OJr 5 + 3x 2 +3x = 8o(x+l f = 9 < 0 X = 1/9 -1 

Vậy phương trình cỏ nghiệm duy nhàt X — ịỈ9 - 1, 

42) Lời gỉàì: 
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Điêu kiện X > — .Đặt \fỉx — 2 — u; V 2 .V — 1 — v,(» > 0, V > 0), phương trinh 

0 Í 2// v+ 1 3 2 2 _ _ 2 ì 

đã cho thành — = ——“ <=> 2u + MV = 2ư"V 4- V' c^> 2w - 2wv* — V - ưv 

V 2 +V 


cp 2 m (ỉ - uv 2 Ị = v(! - uv 2 ) o (2í/ - v)ị l - uv 1 ) = 0 

Xét các trường hợp sau 

~_ 7 

+) 2« = V O 1 4(3x — 2) = 2* — 1 <=> 10.V = 7 <=> .V = ---. 

v ; 10 

+) uv 2 = 1 <£=> «' V 4 - 1 «• (3.V - 2)( 4x 2 -4x + 1) - 1 

Cí>l2.v J -20x-+lh--3 = 0 

X = 1 


2« — V 
uv" = 1 


cs> 


(jt-l)(l2jf s -&t + 3) = 0 


12jt -8jt + 3 = 0 


<=> X — 1. 


Vậy phương trinh cỏ hai nghiệm phân biệt X — ——; X — 1 . 


43) Điều kiện: x> J— 


#■ 


Đặt -J2x~- 1 = tí[yfỹx’ — 2 - V,Ịm >0, V> 0), phương trinh đả cho trớ thánh 

— - " — <x> tr + 3uv 2 -I/V+3 voir -3v—uvịu 2 — 3v) 

V y+3v 2 1 ; 


ịu 2 —3v)(wv-l) 


u 2 = 3v 

uv — 1 


Xét các trường hợp xảy ra 

+) li 2 = 3v o2.t-h 3>/3.í“ -2 

2a* > 1 

4jc 1 -4jc + ĩ = 9(3jc 3 -2) < 

+) wv = l<s> J(2x-l)(3* 3 -2) = 1^6jr-3* 2 -4* +1 = 0 

,-3+^33 .-3-^33' 


2.V > 1 19 

23x 3 +4.V- 19 = 0 A ” 23 


o(*-f)(ớx 3 + 3x-]) = 0<i>xe 


i; 


12 


12 
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Kìíiint phá hí tjntfct chniỷhi iỉê PT, bất PT t hệ PT, bất ĐT- Nguyền Trang Kiéti 


... _ , 19 

Đối chiếu điêu kiện ta thu được nghiệm X = \,x — ” 

23 


44) Điêu kiện X > 4 . 

3 


Dặt V3-V -! = «;>/?+7 = 1\(/V,V >0). 

Phương trình đã cho thành 
2v 4 ỉí + 3v 2 


ỈI 


m 3 +3 

o (2í/ : — 3 vỊ (itv — 2 ) = 0 <=> 


<=> 2 vir + 6v = 4 ư 1 + 3 V L U <=> 2/r (wv- 2) - 


2u' = 3v 
uv = 2 


Xét các trường hợp xảy ra: 

+) 2w 3 =3 v<k>2(3x-1) = 3Vjc 2 +1 

3x > 1 

_ _ _ _ <=> X 

27x'-24x-5 = 0 


3x > 1 

3óx 2 -24x + 4 = 9x-+9 C> 



3v(wv—2) 


12+3VĨĨ 

27 












Khâm phả bi iỊiiỉỷêì chuifẻfĩ đê PT t bất PT, hệ PT, btỉt ĐT - Ngưỵềiĩ Tnitig Kiêìĩ 


Phần 2: 

PHƯƠNG PHÁP GIẢI HỆ PHƯƠNG TRlNH 


I. Hệ ĐỐI XỨNG LOẠ11: 

a) Một hệ phương trình ấn X, y được gọi là hệ phưtmg trinh đối xứng loại 1 
nêii môi phương trình ta đối vai trò cua X, y cho nhau thì phương trình dó 
không đổi 
L>) Tính chất 

Nếu (jfp, v 0 ) là một nghiệm thì hộ ( v ữ ,x 0 ) cũng là nghiệm 


c) Cách giài: Đặt 


s = X + V 
p = x.y 


điều kiện s >4P quy hệ phương trinh về 2 ẩn 


s,p 

Chú ý: Trong một sô hộ phương trình đòi khí tính đối xúng chi thể hiện 
trong một phương trình. Ta cản dựa vào phương trình đỏ đô tìm quan hộ 
s,p từ dó suy ra qua hộ x,y . 



a) Đặt 


$ = x + y 
p = x,y 


điêu kiện 


s > 4P hệ phương trình đa cho trờ thành: 


s + 2P = 2 
s|s 2 -3 pỊ = 8 




p = 


2-5 


s 2 - — 



=s2S' ! +3S 2 -6S-16 = 0®(S-2)Í2S 2 +7S + 8 ) = 0oS = 2»P = 0 



^ é t 7 

Suy ra X, y lá hai nghiệm của phương trinh: X - 2X = 0 <=> X = 0, X = 2 
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X = 0 


y = 2 


V 


X = 2 

y-0 


b) Đặt 


s = X + y 


p = x.y 

sỊs 2 -3pỊ = 19 


điều kiện s >4P hệ phương trình đã cho tro thành: 


SP = -8S 
3 


SP = -8S 


S = 1 


s’+24S-25 = 0 P--6 


s(8 + p) = 2 S 3 -3(2-8S) = 19 

Suy ra x,y là hai nghiệm cua phương trình: 

X 2 —X “6 = 0*>Xj = 3;Xn = -2 

Vây hệ đã cho cỏ hai cặp nghiệm (x; y} = (—2; 3),(3;—2) 

c) Đặt a = ựx , b = ựv hệ đã cho trơ thành: < 2 ( a + b ) = 3 ( a b + b a ) 

a + b = 6 

Dặt _ đỉeu kiện s 2 > 4P thì hệ đã cho trỏ thành* 


2/s 3 -3SP) = 3SP 
' Ị o ■! 

s = 6 


2(36 -3P) = 3P 


s = 6 




s = 6 

p = 8 


Suy ra a,b là 2 nghiệm cùa phương trinh: 

a = 2 => X = 8 


a=4 X = 64 

b - 4 => y—64 I b = 2 => y = 8 


X 2 -6X + 8 = 0oXj -2;X 2 = 4=>< 

Vậy hệ đã cho có hai cặp nghiệm (x;y) = (8;64),( 64;8) 
đ) Diều kiện: 
cho trỏ thành 


.. xy>0 s = x+y .. ^ 

Đieu kiện; < J ^ , Đặt ' đieu kiện S~>4P hệ 

cho trử thành: 

Ịs-V p =3 js >3;F = (S-ãf qP 

S*2-2Vs7p+T = 16 |2^S + (S-3) 2 +1 =14-S 

3<S<14;P = (S-3) 2 3<S<14;P = (S-3) 

4(s 2 +8S + lo) = 196-285 + s 1 S 2 +3ỮS-52 = 0 

Vậy hẻ đã cho có nghiệm (x; y) - (3; 3). 


s = 6 

p = 9=>x = y = 3 
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KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìịên đê PT, hất PT, í í Ị' PT, bát ĐT - Nguyễn TruiiỊỊ Kièií 


Ví đụ 2; Giái các hệ phương trinh sau: 


a) 


b) 


\f? + y 2 + yỊĨxỹ = 8^2 
Jx + y ỊỸ = ị 

(x + y) 


l + i x 


xy; 


= 5 


(* 2+ y 2 ) 


1+ 


1 


7.2 

* y ; 


d) 


= 9 


2 2 2xy 

X* + V +—= 1 

x + y 

ựx + y =x 2 -y 

x 3 y(l + y) + x 2 y 2 (2 + y) + xy 3 - 30 = 0 
x 2 y + X ị 1 + y + y 2 j + y -1Ị = ọ 


Giải: 

a) Đặt yỊx = â f s Ịy = b điêu kiện a,b > 0. 

Hệ phương trình trơ thành: < + yịĩăb -8yỊĨ y a vịêk [ại hệ phương 

a + b = 4 

Ặã + b) 4 -4ab(a + b) 2 + 2a 2 b 2 + ^Ịĩãb = 8 tJĨ 
a + b = 4 


trình thành: 1 

s = a + b 


Đặt 


p = ab 


điều kiện ■; 


s 2 >4P 


s,p >0 


thi hệ đa dio trỏ thành. 


V25Ó-64P-6P 2 + slĩ? = 8>/2 


s = 4 


<r>S = P = 4c^a = h = 2ox = y = 4 


Ngoài ra ta cùng cỏ thẻ giai ngấn gọn hơn nhu sau; 
^2(x 2 + y 2 )+ 2^ = 16 
I x + y + 2<y/xỹ = 16 

o ^[sỊx 2 4 y 2 Ị = X + y o(x-y) 2 = (I -: \ V c: 2 \ ! \ 4 

Vậy hệ có một cặp nghiệm duy nhất (x; y) - (4; 4) 
b) Điêu kiện: X + y > 0. 

Biến đbi phương trinh (]): 

2xy 

X + y ' ' ' X + y 


o X = 4 


c 2 + y 2 + = lc^(x + y) 2 -1+ ~ v -2xy = 0 


5 2P 

Dặt X + y = s,xy = p ta có phương trình: s + - 2P - ] = 0 

s 
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oS 3 +2P-2SP-S = 0oS(S 2 -1)-2P{S-1) = 0»(S-1)($ 2 + S-2P) = Ũ . 

Vi s 2 > 4P,S > 0 suy ra s 2 + s - 2 P > 0. Do đỏ s = 1 

Vói X + y = 1 thay vào (2) ta được: 1 = ( 1 - y )- — y <=> y = 0, y = 3 

Xét x+y +1 = ^ X ' V <=> X + y +1 = 1 -X 2 ^y 2 <=> X 2 + y z + X + y =0 (không thỏa 

mãn điều kiện). 

Vậy hệ dã cho có nghiệm (x;y) - (1;0),(-2;3). 
c) Điều kiện: xy 0. 

Hệ đã cho tuông đưưng: 


1 1 _ c 
X + y + — + — = 5 
X y 

x 2 + y 2 + _L + _L=9 

X 2 y 2 


Hc trò thành: 


ĩ) 


0 

X +“ 

k xj 

+ 

y+z 
[ y) 


<=> < 


x + — + 


1 

y+z 

yj 


- 5 

Ý* 


, Đặt 


= 9 


iY 

x+ f + , 

xj 

, ivr 

X + — 

, X A 


' lì 

y+- 


= s 


y + 


1 


=p 


s z - 2P = 9 
s = 5 


<=> s = 5, p = 6 <=> 


1 1 „ 

x + — = 2;y + — = 3 

X y 

x+—- = 3;y + — = 2 
X - y 


<=> 


X = l;y 


3±Vs 


X =■ 


3±Vs 


;y = i 


Vậy hệ đa cho có nghiệm: ị x; y) = 


3± ^ì 


r 

n' 


d) Hệ tưang đuơng với: ' 


xy (X + y\(x + y + xy) = 30 
xy(x + yl+x+y+xy = 11 

Đặt xy(x-i-y) = a;xy + x + y = b. Ta thu được hệ: 

xy(x + y) = 5 


ab = 30 
a + b =11 




a = 5; b = 6 
a = ó; b - 5 




xy+ x + y = 6 

xy(x + y) = 6 
xy + X + y = 5 
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KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìịên đê PT, hất PT, í í Ị' PT, bát ĐT - Nguyễn Trung Kiên 


THI; 


xy (X + y) = 6 
xỵ + X + y = 5 


TH2: 


xy(x + y) = 5 
xy 4 X 4 y = 6 




xy = 2 
x + y = 3 

xy - 3 
x + y = 2 

Ịxy = 5 

Ịx+y = 1 

xy - I 

x+y = 5 


<=> 


(L) 


x = 2;y = 1 
X = 1; y = 2 


(L) 


w 


5-ylĩĩ _ 5 +V 2 Ĩ 

5 + V 2 T , _ 5-n/2ỉ 
2 ;y 2 


Vậy hệ có nghiệm: { x; y ) - (1; 2 } , (2; 1 ), 

II) HỆ ĐỐI XỨNG LOẠI 2 


fs±x/2Ĩ.5TV2Ĩ 
2 ; 2 


Một hệ phương trình 2 ấn x,y được gọi ỉá đòi xúng loại 2 nếu trong hệ 
phưcmg trình ta đôi vai trò x,ycho nhau thì phương trinh trờ thành 
phương trình kia. 

4 Tính chất.; Nểu (x ư ;y 0 ) là 1 nghiệm cua hệ thì (y 0 ;xo ) cũng là nghiệm 
4 Phương pháp giải: 

Trừ vế vói vế hai phương trình cùa hệ ta được một phương trinh có dạng 

X—y = 0 

^ ^ 0 . Ta cung có thề dừng phương pháp hàm 

số đê tìm quan hệ X = y 


(x-y)[f(x;y)] = 0o 



a) Điẻu kiện: x,y > ũ. Trử hai phương trinh của hệ cho nhau ta thu dược: 

X 2 +Vx-Ịy 2 + ựỹỊ=2(ỵ-x) 

^(\/x-ựỹ)r(7x + ựỹ |(x + ỵ)+ 1 4 2(Vx +yfỹ )1 = 0 
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Vì ỊVx + N /ỹ|(x + y) + l + 2ị7x + v /ỹỊ>0 

nên phương trình đã cho tương đương vóí: X — y. 

Hay X 2 -2x + Vx =0<=>x 2 + 7x = 2x<o T^ỊTx - lỊỊx + 7x -1|=0o 


x=0 


X = 1 


X = 




Vậy hệ có 3 cập nghiệm: í x;y) = { Q; o),(1; I }, 


3-75 3-^5 
2 ; 2 


b) Hộ đã cho <=> 


•Ị 2 2 

xy + 6x - y - 6 = yx + y 
ỹx 2 + 6y - X 2 - 6 = xy 2 + X 


Trù vế theo vế hai phương trinh ciia hệ ta được: 

2xy(y-x) + 7(x-y) + (x -y)(x + y) = 0<=>{x-y)(x + Ỵ 2xy + 7) = 0 
x = y 

X + y - 2xy + 7 = 0 

r x = y=2 


+ Nếu X = y thay vào hệ ta cỏ: X 2 - 5x + 6 = 0 C3> 


x = y=3 


+ Nếu X + y - 2xy + 7 = 0 o {1 - 2xỊ(l - 2y) = 15 . 

Mặt khác khi cộng hai phương trình của hệ đã cho ta được: 

X 2 +y 2 -5x-5x + I2 = 0<=>(2x-5) 2 +(2y-sf =2.Đặt a = 2x-5,b = 2y-5 

Ịa + b-0 


Ta có: 


a 2 + b 2 =2 
Ịl d + 4)(b + 4) = 15 


(a + b) -2ab = 2 
ab + 4(a + b) = —1 


o 


Ị ab = -1 
Ị a + b = -8 
ab = 31 


Trường hợp 1: 


a + b = 0 , . _. ._. 

J (x;yj = (3;2J,^2;3Ị 


ab 


Trường hợp 2: ^ vộ nghiệm. 

Vậy nghiệm của hệ đâ cho là: (x; y) = (2;2),(3;3),{2; 3), (3; 2) 


c) Điêu kiện: x>- — ;y>-“ 

2 2 
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-Ị 

Đẻ ý rằng X = y = —^ khỏng phái là nghiệm. 

2 _c 

Ta xét trường hợp X + y * -1 

Trừ hai phương trình của hệ cho nhau ta thu được: 
x’ + 3x — 1 + sỊĩx +1 — Ịy 3 + 3y — 1 + ij2y +1Ị = y —X 

2 (x-y)_ 

■V^ỹ 

2 


<=>(x-y)rx 2 + xy+ y 2 ] + 4{x-yĩ + ■ =0 

L J V2x +1 4 J2y + Ĩ 


c^(x-y) 


X" + xy + y +4 + 


= 0 <=> X = y 


n/ 2 x + 1 + ^ 2 y + 1 

Khi X = y xét phương trình: X 3 + 2x - 1 + VixTT = 0 <=> X 3 + 2x + *Ỉ2x +1 -1=0 


x(x~ +1) + 


2x 


=0<=>x 


x" +1 + 


\Ịix + 1 +1 _ 


>/2x + l + ] 

Tóm lại hệ phương trình có nghiệm duy nhất: X - V = 0 

a = X -1 
b = y-l 


= tí X - 0 


d) Đặt 


Ta có hệ mới 


+^Ị7ĩ=3 b =>b+ 7^77 +3 b =a+ ^277 +3a 

Vb 2 +l=3 a 


a 
b + 


Xét hàm số í(t) = t + V t 2 +1 + 3 f ta có 


f(t) = l + -rỊ= + 3 t ln3 = 

J?7Ĩ 




+1 +t 


V?7Ĩ 

Suy ra a = b 

Ta cầngiáì phương trinh: a + x/a 2 + ] = 3 a 
Lấy loga theo cơ sổ e cả hai vế ta có: 

ị a + \[ĩr +1 ị 


+ 3* In3 > 0 suy ra f(t) dỏng biến. 


aln3o ln 


a In 3 - 0 


In I a + yỊã 71 I — I 

Xét hàm sô' f(a) = ln a + Ja 2 +1 |-aln3;f r (a) = Ỵ= -ln3<0 nên f(a) 

va 2 +1 

nghịch biến trên R 

Mạt khác ta có: f(0) - 0 => a - 0 là nghiệm duy nhất. 

Kết luận: Phương trinh có một nghiệm X = ỵ = 1 
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HỆ CÓ YẾU TỐ ĐẲNG CẤP 


+ Lả nhùng hệ chứa các phương trình đăng cấp 

+ Hoặc các phương trinh của hệ khi nhân hoặc chia cho nhau thì tạo ra 
phương trình đảng cấp. 

Ta thường gặp dạng hệ này ô các hình thức nhu: 


+ 


ax 2 + bxỵ + cy 2 = d 

2 2 * 
GX +gxy + hy - k 


ax 2 + bxy + cy = dx + ey 
gx 2 + hxy + ky 2 = Ix + my 


+ 


+ 

+ 

+ 


1 i 

1 ax z 4- bxy + cy‘ - d 

i 

I gx^ + hx^y + kxy 2 + ly^ = mx + ny 

Một sô hệ phương trình tính đăng cấp được giấu trong các biếu thức chứa 
căn đòi hói người giai cán tinh ý đế phát hiện: 

Phương pháp chung đê giai hệ dang này là: Từ các phương trình cua hệ ta 
nhãn hoặc chia cho nhau để tạo ra phương trình đăng cấp bậc n : 

ajX n +a k x n k .y k ....+ a n y n =0 

Tù đỏ ta xét hai trường hợp: 
y = 0 thay vào đê tìm X 

Y * 0 ta đặt x = ty thì thu được phương trinh: a l t n +a k t n k ..*. + a n = 0 
Gìái phương trình tìm í sau đó thế vào hệ ban dâu đê tìm x,y 


Chú ý: (Ta cũng cớ thế đặt V - tx ) 












Khtĩm phá bi íỊiiiịét chuyên ífê PT, bất PT, í í Ị' PT, bát ĐT - Nguyễn Trung Kiên 


Để ý rằng nếu nhân chéo 2 phương trinh cùa hệ ta có: 

6(x 3 + y l } = (8x + 2y)(x 2 + 3y") đáy là phương trình đang cấp bậc 3: Từ đó 
ta có lòi gioi như sau: 

Vì x=0 không ỉà nghiệm cua hệ nền ta đặt V = tx . Khi đó hệ thành: 

3 -Sx = t 3 x 3 42tx jx 2 (l-t 3 ] = 2t + 8 
2 ~3 = 3|t 2 x 2 4l| jx 2 Ịl-3t 2 ) = 6 


1 - r 14 4 


ĩ-3ị 2 


<=> 3(1 - 1 3 Ị = (t 4 4)j 1 -3t 2 Ị<=> 12t 2 - 1 -1 = 0<=> 


1 

t_ 3 
t=-i 

4 


* t = — 4 

3 


1 í* 2 (>-* 2 )= 

X 


y = 




X = ±3 

[v = ±1 


* t _ 1 
t - 

4 


x = ± 


y = T 


4^78 

13 

^78 

_ Ĩ3 _ 


Suy ra hộ phương trình cú các cặp nghiệm: 
(x;ỵ)=(3,l);(-3,-l); 


4^78 >/78 

■ 4>/78 >/78' 

13 ' 13 ' 

\ / 

13 ' 13 , 

\ / 


b). Phương trình (2) của hệ có dạng: 

xy|x 2 4 y 2 Ị 4 2 = X 2 4 y 2 4 2xy <=> ịx 2 4 y 2 Ị(xy- 1 )-2(xy- 1 ) = 0 
(xy-l)Ịx 2 +y 2 -2) = 0 


<=> 


w 


xy - l 
X 2 +y 2 =2 


THI: 


TH2: 


5x 2 y-4xy 2 + 3y 2 -2(x + y) = 0 ^ Ịx = l i à /x—1 
xy =1 

_ 5x 2 y “4xy 2 + 3y 3 -2(x4y) = 0 


X 2 + y 2 =2 


<=> 


và ị 

y = l Ịy = -1 

5x 2 y “4xy 2 4‘3y 3 =2(x4y) (*) 


X 2 4 y 2 = 2 
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Nếư ta thay X“ +y“ =2 vào phương trinh (*) thi thu được phương trình 
dáng cấp bậc 3: 5x 2 y - 4xy 2 + 3y 3 = Ị X 2 + y 2 Ị( X + y) 


Tù đỏ ta cỏ tời giai như sau: 

Ta thấy y = 0 không là nghiệm cua hệ. 

Xét y *0 đặt X = ty thay vào hệ ta có: 

Chia hai phương trình cùa hệ ta dược: 

,2 


5t 2 y 3 -4ty 3 + 3y 3 = 2(ty + y) 
t 2 y 2 + y 2 = 2 


5t - 4n-3 = tịỊ ot ,_ 4tĩ+5t 
1 


t 2 +l 



t = l 

x = y 

X = 1 


1 <=> 

1 «►< 

V ’ 


t = - 
2 

X = —y 

2 y 

,y=i , 


i4ĩ 

r X = —^ 

X—1 1 45 WJ 

V 4 __ V 

y=“ 1 1 4Ĩ 

Ỵ~í~ 

Vs 


2sỈ2 

s 

y s 



a) Điêu kiện: X 2 + 2y + 3 > 0 . 

Phương trình (2) tưong đương: 

2(2y 3 +x 3 Ị + 3v(x + l) 2 +6x 2 +6x + 2 = n o 2(x + ĩ f + 3y(x + l) 2 +4y 3 =0 

Đày là phương trình đảng cấp giữa y và x + 1. 

+ Xét y = 0 hệ vò nghiỳm 

+ Xét y Ạ 0 . Đặt X +1 = ty ta thu được phương trình: 2t 3 +3t 2 + 4 = 0 
Suy ra t = -2 <=> X + 'I = -2y 



















Ịơíiìỉỉỉ yhiĩ bi iỊiiiỷêì chuĩỹẻn đề PT t bất PTy hệ PTy biĩt ĐT- Nguyễn Trutig Kiên 


Vậy hệ có một cặp nghiệm: (x; y Ị = 


r 14 5 ' 


X 9 r 18 J* 

b) De thấy phương trình (1) của hệ là phương trình đẳng cấp của X và sịy 
Điì&n kiện: y > 0; -3 < X * 0 . 

Đặt Jỹ = tx => y = t 2 x 2 thay vào (1) ta được: '— * + t * ■ 

v ' ■ ' 3* 3tV 2x 2 + tV 

Rút gọn biến X ta đưa vè phương trình án l: 

(t-2) 2 Ịt 2 + t + l) = 0^ t = 2o ựỹ = 2x>0. 

Thay vào (2) ta đuọc: 

4x 2 +Sx - >/2x +6 o4x 2 + 10x + J ^- = 2x + 6 +V2x + 6 + -Ị- 


/ _ \2 / \2 

»|2* + |j =[^6 + ij . 

_ ,_VĨ7-3_13 — 3^17 

Giải ra ta được X = —— ; —- => V = 


Vậy nghiệm cứa hệ (x; V) = 


4 ' 2 

' VĨ7-3 13-3^17 
4 ; 2 


Ví dụ 3: Giải các hệ phương trình sau: 



a) - 

_ 1 3 1 

3x -y 3 = 

b) < 

x 2 ./v + l -2xy-2x = l 

x + y 

V J J 




X J — 3x — 3xy = 6 


a} Ta cỏ thê viết lại hệ thanh: 


Giải: 

Ị3x 3 -y 1 Ị(x + y) = l 


X 2 + y 2 = 1 


( 1 ) 


Ta thấy vế trái cua phương trình (1) là bậc 4. Dế tạo ra phương trinh đâng 


cấp ta sẻ thay vế phải thành (x 2 + ỵ 2 ) 2 


Như vậy ta có: 

Ị3x 3 - y 3 Ị(x + y) = Ịx 2 + y 2 j 2 <^ặc 4 +3x 3 y-2x 2 y 2 -xy 3 -2y 4 =0 
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<=> ( x - y)( x + 2y)(2x" + xy + y 2 ) = ữ<=> 


+ Nêu 2x 2 + xy + y 2 =0C5 --~\ 2 + 
J J 4 


x + ĩ 
2 


x = y 
X = -2y 

2 x 2 + xy + y : - 0 
2 

= 0<^>x = y= 0 không thỏa mãn. 


, 2 ijĩ. 

+ Nếu X = y ta có 2x = 1 <=> X =±~ 

J 2 

+ Nếu x = -2y 5y 2 = 1 <=> y = 

Tóm lại hệ phương trình có các cặp nghiệm: 

(x;y) = 


ị J2.fi) 

ICị 

Í2V5 -^1 

Ị-zfi S) 

_ / _ i 

2 2 

/ 

* _ t ' _ J 

2 2 

\ / 

' 5 ; 5 ; 

\ / 

ị 5 ; 5 J 


b) Đìeu kiện y > -1. Ta viết lại hệ thành: 


X 2 yịỹ~+l -2x(y +1) = ] 
X 3 - 3x(y +1) = 6 


Ta thãv các phương trình cứa hệ đều là phương trình đăng cấp bậc 3 đối vói 

XtyỊỸ+ĩ 

Dẻ thây y = —ĩ không phái là nghiệm của hệ phương trình. 

Xét y > -1. Đặt X = lyịỹ + 1 thay vào hệ ta có: 


ì/(y +1 f 

V-2t] 

yỊ{y + 1 f 

t 3 - 3t 


6(t z -2t) = 0o 


= 6 


t=0 
t =3 


+ Nếu t - L> thi X = 0. Không thỏa man hệ 
+ Nếu t = 3o27^(ỹ+ĩf -9<Ị(ỹ+ĩf 4oỵ^-l = 


Vậy hệ có 1 cặp nghiệm duy nhất (x; y) - 


r» J 


Ví dụ 4: Giài các hệ phương trình sau 

XỴ + x 2 yịỹ -2 

2xỵ 2 +(x 3 +2x-3)y + X ' 1 - 3 


a) 
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Giải: 

a) Điều kiện: y > 0 . Phương trình (2) cùa hệ có dạng: 


2xy(y +1) + X (y +1) = 3{y +1) <=> 


y- ”1 

2xy + X 3 = 3 


Trường hợp V =-I không thõa màn điêu kiện 


Trường hợp 2xy + X = 3 ta cỏ hệ: < 


2xy + X 3 = 3 
xy + x í v /ỹ = 2 

Vế trái cùa các phương trình trong hệ là phương trinh đãng cấp bậc 3 đối 
với Kyịỹ . De thấy y > 0. Ta đặt X - tyịỹ thi thu được hệ: 

J/(2t + t 3 ) = 3 _ t 2 +2 3 t = 1 

< r— ' —— = - 

lịy* (t+t 2 ) = 2 

+ Nếu t = 1 thì x = ,|yox = By=l 

. laí , 1 ,,, 1 ĩ~ . 3 1 1 4 

+ Nếu t = -f thi x = -r-Jye>y = 4xe>x=^<=>x = T 7 ==>y = -T 7 = 

2 2 v> y 3 ^3 ' ^9 


= ^ o 2r - 3t + i = 0 o 
1 + 1 2 


1 

t = “ 
2 


/ 1 

Tóm lại hệ cớ các nghiệm: Ị x; y) = (1; 1), 

W3 V9 


\ 


b) Điều kiện: X'y + 2y £ 0 <=> y > 0. 

Tù phương trình thú nhất ta có: xy = -x“ - x-3 thay vào phương trình thú 
haỉ ta thu được: 

(x + 1) 2 + 3(y+1)-2x 2 -2x-6-2jy(x 2 +2) =0 
C2> X 2 + 2 ~ 3y + 2^y(x 2 + 2) =0 

Đày là phương trình đăng cấp bậc 2 đối với ĩjỹ và \/x 2 + 2 

■ [t = l 

Đặt tỊỸ = t JỊ X 2 + 2Ị ta thu được: 3t 2 - 2t -1 = 0 <=> 1 

t=-ị(L) 
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Khi t = ] ta có; y = X 2 + 2 thay vào phương trình thứ nhất cua hệ ta thu 
dược: X = -1 => y = 3 

Tóm lại hệ phương trình có một cặp nghiệm (x;v) = ( l;-3) 



„3 „2 

XX 

a) Diêu kiện: 0,x 4 - y * 0 ,- 7 — + > 0 . 

' 2 3y 4 


Phương trình (2) tuông đương 

£ 

8y 


X 4 4x+ 3y 2 Ị X 3 X 2 ^ X 2 4x+3y ịx 2 ị 4x ^ 3y 1 


12y 16 8y 6 ỵsy 

s X 2 , 4x + 3y 


■ + ■ 

6 6 


Dãy là phương trình đăng cấp đổi vói và 

8y 6 

Ta thây phương trình có nghiệm khi và chi khi và — — ty- cùng dâu 

8y 6 

, ... X 2 4x + 3y 

hay —-^> 0. 

8y ỏ 


Đ ạ,íl = a.ii± 3y --.*■ J 


ỉ_ 

8y 

,2 


X 4x + 3y 

C>T7—= — — o 

Sy 6 


= b suy ra a + b = 2ab <=> a = b 


X = 6y 


x=—-y 
3' 


THI: X - 6y thay vào (1) ta có: 


— y 2 +y 2 - 16y = 16<=> 


28 168... 

y = -==>x = ~(L) 

37 37 

4 24 

y = — = —- 

' 7 7 


TH2: X = — V thay vào (1) ta có: 

hJ 
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1 _ 

ị y 2 + y 2 - ] 6y = 16 <=> 


12 „ . 

7 13 ' 

y = 12 => X = -8(TM) 


Vậy hệ có nghiệm (x; V) = 
xy > 0 


24 4 
7’7 


,(- 8 ; 12 ). 


b) Đĩìèu kiện: 


x,y > ũ 
X<1 


X<1 

y > 0 

Đê ý rằng phương trinh thú hai cúa hệ là phương trinh đăng cấp đói với 
x,y . Ta thấy nếu y = 0 thì từ phương trinh thứ hai cùa hệ ta suy ra x=0, 

cặp nghi ộ m này không thoa mãn hệ. 

Xét y > 0. Ta chìa phương trinh thứ hai cua hệ cho y ta thu được: 


8 




\y) 


X IX IX 

3— + 4 + /— = 4 . Đặt 1— - t ta thu được phương trình 

y Vy Vy 


-3 


3t‘ + 4 = 4-t<^ 


<=> \ 


t < 4 


t < 4 

8t 4 - 3t 2 + 4 = t 2 - 81 + 16 
t <4 




t < 4 

8Ỉ 4 -4t 2 + 8t - 12 = 0 


<=> 


{t - l)(2t ■ + 2t 2 +1 + 3) = 0 


<=> t = 1 


2t 4 -1 2 +2t - 3 = 0 
Khi t = 1 => X = y * 

Phương trình thứ nhất của hộ trờ thành: X 3 -3x - 1 = 3'/x(\/1 - X - 1) 3 . 

Điêu kiện: 0 <X < 1. Ta thấy X = 0 không thỏa mãn phương trinh. 

Ta xét 0<X<1- Chia bất phương trình cho X 3 >0 ta thư được phương 


trình: 1 —^--r - 3 

X 2 X 


. Đặt — = t t > 1 phương trinh tro 

X 


yĩ*~i 

thành: t 3 + 3t 2 -1 = 3(>/t - ựt- ] Ỷ o- Ịt 3 + 3t 2 - 1 |Ị 4Ì + 4ĩ-ĩf = 3 

Xét hàm số f(t) = Ị t 3 + 3t 2 — 1 jỊ>/t + VI —ĩỊ ta thay t = 1 thỏa mãn phương trình. 

Xét t > 1. Ta có f(t) = Ị3t 2 + 6tỊỊVt + >/t^ĩỊ 3 +|^^^3-ịt 3 + 3t 2 -l)>0 
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Như vậy hàm sô' f(t) đỏng biến trên I l;+so) suy ra f(t) > f{l) = 3. Từ đó suy 
ra phương trinh có nghiệm khi vã chi khí t = 1 <=>x = 1 
Tóm lại hệ phương trình có nghiệm (x;y) = (ỉ; I) 

Chú ý: Ta cũng có thê tìm quan hệ X,y dựa vào phương trinh thú hai cua 
hệ theo cách: 

Phương trinh cỏ dạng: 

ự8x 2 - 3xy + 4y 2 + 3y v x y + y 


x = y 


8 * + 5y , y _ 0 

^8x 2 -3xy + 4y 2 +3y \í*ỹ + y 


ỵ __ 0 (3) , Vì x,y > 0 nên ta suy ra X = y 


PHƯƠNG PHÁP BIẾN ĐỔI TƯƠNG ĐƯƠNG 

Biíỉi đôi tương đương là phương pháp giiìĩ hệ dựa trên những kỹ thuật cơ bản 
như: The' biêh đổi các phương trình vê dang ỉíchxộng trừ CÁC phương trình trong 
hệ để tao ra phương trình hệ quá cổ dạng đặc biệt ... 

* Ta xét các ví dụ sau: 


Ví dụ 1: Giải các hệ phuong trình sau 


a) 


b) 


đ) 


^x +1 + yịĩ-ĩỹ + 1 Ị 5 + 2 y- (x - 1) 1 =5 ( 1 ) 
3 x 4 + (x - y ) 2 = 6 x 3 y + y 2 ( 2 ) 

X 3 - 12 x = y 3 - 6 y 2 +16 
X 2 + y 2 + xy - 4 x - 6 ỵ + 9 = tl 
2 xy - X + 2 y = 3 
X 3 + 4 y 3 = 3 x+ 6 y 2 - 4 

^y 2 - 7 x- 6 - 3 /y(x- 6 )=l NLr* 

V 2 (x-y ) 2 + 6 x - 2 y + 4 - yịỹ = Vx +1 


Giai: 








Ì?ỈỈỈSỠỈ«5^ 
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X > -1 

a). Điều kiện < ỵ <2 

,5 + 2y>(x-l) í 

Xuất phát tử phương trình (2) ta có: 

3x 4 -6x 2 y+ (x-y) 2 -y 2 =0 

<=> 3x 3 (x - 2y) + x(x-2y) -0 <=> x(x—2y)(3x 2 +1) = 0 <=> 


X - 0 

X = 2y 


Với X=0 thay vào (1) ta có: 1 + yịĩ - 2v + yỊÃ+ĩỹ = 5o^4-2y + yịị + ĩỹ = 4 
Theo bất đẳng thúc Cauchy-Schwarz ta có 

(^4 - 2y + ^4 + 2v ) 2 < 2(4 - 2v + 4 + 2v) = 16 ^4 - 2y + ^4 + 2v < 4 

Dấu = xảy ra khi: 4-2y = 4+2y<=>y = 0 
Hệ có nghiệm: (0;0) 

Vói: X = 2y . Thay vào phương trinh trên ta dược 

\Ịx + ĩ + 74- X + ^5 + X -(x-1)' = 5<=>Vx+T + 74 -X + Ặx + 1)(4- X) = 5 (*) 


7 

Đặt t = 7x + ] +7ề-x >0=>7x+ 1.74 -X - - — . Thay vào phương trình 


ta cỏ: t + 


t 2 -5 


= 5or + 2t -13 = 0o 


t = -5 
t = 3 


x = 0 
X = 3 


Khì t = 3 =>7x + 1.74 -X = 2o -X 2 +3x = 0o 

. v / 3 \ 

Tóm ỉại hệ có nghiệm (x;y) = (0;0), 3;-^ 

V 2 J 

Nhận xét : Điêu kiện t > 0 chua phái là điêu kiện chặt cùa biến t 
Thật vậy ta có: t = 7x + ĩ + 74 -X => t 2 = 5 + 2 Ặx + 1)(4 — x) => t 2 > 5 
Mặt khác theo bất đăng thức Cô si ta có 
2^/{x + l)(4-x) < 5 => t 2 < 10 t e í 73;Tíõ 


b) Hệ viết lại dưới dạng 


X — 12x = (y - 2y — 12(y - 2) 
X 2 +x(y-4) + (y-3) 2 =0 


Đặt t = y - 2 . Ta có hệ : 
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x 3 -12x = t 3 -12t 
X 2 +x(t-2) + (t-l) 2 =0 

Từ (*) suy ra 


<=>4 


(x-t)(x 2 +t 2 +xt-12)-0 (*) 
X 2 +1 2 + xt -2(x +1) +1 = 0 (2*) 


X 2 +1 2 + xt -12 = 0 (3*) 


X — t 


- Với X = t thay vào (2*) ta có phượng trình 3x" — 4x + 1 =0 

' ] 7^ 

Từ đây suy ra 2 nghiệm của hệ lá (x; y} = (1; 3), ^; — 

- Với (3*) kết hợp với (2*) ta có hệ 

13 

{x +1) 2 -xt-12 = 0 * +t_ TV T . _ , .a 

- f (VN). Do (x +t)" <4xt 

Ị (x + t) 2 -xt-2(x + t)+ 1 = 0 = 0 

4 

f 1 7 ì 

Vậy hệ phu ưng trình đã cho có 2 nghiệm: (x; V Ị - (1,3), Ị 

{x + l)(2y-l) = 2 

c) Dưa hệ phương trình vìê dạng: < ,1 , _ T 3 . 

h * * I <x + l) 3 + ^C2y -1) 3 = 3<x +1> 2 + |<2y -1) - 5 


Dặt: a-x + u b = 2y-l. 

Khi đó ta thu được hệ phướng trình: 
ab = 2 


a 3 + 1 b ’ = 3a 2 + •- b - 5 
2 2 


ab = 2 

2a 3 + b J - 6a“ + 3b -10 


Từ hệ phương trình ban đầu ta nhẩm được nghiệm là X = y = 1 nên ta se có 
hệ này cỏ nghiệm khi: a = 2; b = 1 

J í(a-2)b-2(l-b) 

Do đó ta sẽ phân tích hệ về dạng: < - - 

l(a-2) 2 {a + l) = <b-l) 2 (b + 2) 

Vì ta luôn cò:b^o nên tú phương trình trên ta rứt ra a — 2 = — - — 

b 

Thế xuống phương trình dưới ta được: 
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—,^ 2 (a + ĩ) = (b-l) 2 (b + 2)<^(b-l) ĩ [4(a + I)-b 2 (b + 2)] = 0 


<=> 


b 2 

b = l 

4(a + l) = b 2 (b + 2) 

Vói; b = 1 => a = 2 y suy ra: X = y = 1; . 

Với 4(a 4 1 ) = b“{b 4 2). Ta lại có: db = 2 ■» b(a 41) = b 4 2 co- a 41 = -- 7 -— 

b 

Thế lên phương trình trên ta cỏ: 

±í!^b 2 (b + 2 )« ■>-*=»—= 

b b 3 =4 (Không TM) 

Vậy hệ đã cho có 2 nghiệm là: (x;y ) = ( 1 : 1 ), í —2;-^ 

í X > -1 

d) Điều kiện: <1 .Ta viết lại hệ phương trình thành: 

y > 0 

<^2(x - y) 2 4 6x - 2y + 4 — yjỹ = yỊx +1 

co- ^2(x - v) 2 4 6x - 2y 4 4 - yịỹ 4 yfx + ĩ „ Binh phương 2 vế ta thu được: 
2x 2 - 4xy 4 2v 2 4 6x - 2y + 4 = x + y + l + 2^y(x 41) 

<=>2 (x + 1) 2 — 2y{x41)4 y 2 ^4(x4 1 + y) = 2^y(x 4 l) 

2(x 41 - y) 2 4 ( n /7TT - Ự7) 2 =° <=> |^ + 1 

Thay vào phương trình (2) ta có: 

-7y4l -^y(y-7) = lcs> ựy 2 -7y + l =^y(y-7) 4l . 

Đặt a = ịỊyịy -7) ta cỏ phương trinh: 


*7ĩ = Vỹ 


<=> X 41 = y 


í 


a" 41 - 3 + 1 o 


a > —1 

a 3 -a 2 -2a =0 




a > -1 
a = 0 
a - —1 
a = 2 


Vói a = 0 


y = 0 => X = -1 
y = 7 => X = 6 
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Với a = -1 => y 2 “ 7y +1 = 0 


y= 

y= 


7-3sÍ5 5 - 3 S 

-2=>x = -—— L — 

2 

7 + 3S 


=> X = 


2 

5 + 3S 


Vớỉ a = 2 => y 2 - 7y - 8 = 0 <=> 


y = -1 (L) 

y = 8 => X = 7 

Hộ phương trình đã cho cỏ nghiệm ià : 

1 .1 , ,.„,„.,/5-3^.7-375 ’f5 + 3^5.7 + 3^5.' 

(x;y) = (-l;0),(6;7), ; — Y ■ , - ~ 

< J\ 


,(7;8) 


Ví dụ 2: Giải các hệ phương trình sau 


a) < 

x 2 -(2y + 2)x-3y 2 =0 

b) < 

X 2 + 2.xy 2 “(y + 3)x—2v 3 -6y 2 +1 = 0 

X 2 - 2xy + 2y 2 + 2y = 0 

X 3 - x 2 y + 2y 2 + 2y - 2x = 0 

c) 5 

X 4 + X 3 V + 9v = y 3 x + V 2 X 2 +9x 

3 3 d) 

x(y 3 -x 3 ) = 7 

xy 2 - 3x 3 y - 4yx 2 - y + 3x 2 = 0 
|3x 2 y-y 2 +3xy+l=0 


Giải: 

a) Cách 1: Lấy phương trình thứ hai trử phương trình thú nhất theo vế ta 
được: 2xy 2 - (y + 3)x - 2y 3 - 6y 2 + I + (2y + 2)x + 3y 2 = 0 

<=>2xy 2 + xy “2y 3 -3y 2 +1 -X = 0 C5> xị2v 2 + y-lỊ-2y 3 -3v 2 +1 = 0 
<=> (y + l)(2y — l)(x—y — 1) = 0. 

+ Nếu y = —1 thay vào phương trinh (1) ta có: X 2 = 3 <=> X = ±73 

1 2 3 i 2ì/ĩ 

+ Nêu Y = 2 tha y v à° phương trình (1) ta có: 4x 2 - 12x - 3 = 0 <r> X = -— ^ 

+ Nếu y = X ] thay vào phương trình (!) ta có: 

X 2 - 2x 2 - 3(x -1) 2 =0o -4x 2 + 6x—3 = 0 - Vô nghiệm. 

Kêt luận: (x; y (= (73; 1), (-73; 1), 

* m 

* Cách 2: Phương trình thứ hai phân tieh được: (2y 2 + x)(x -y -3) +1 = 0 
Phương trinh thứ nhất phân tích được: (x - y) 2 - 2(x + 2y 2 ) = 0 


3-2^2 lì 

/ J“ \ 

3+272 p 1 

2 

2 ' ằ 'í 

/ 


Đặt a = X - ỵ, b = X + 2y ta có hệ: 






a -2b=ũ 
(a-3)b+l=0 
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+ Nếu x = 0 


b) Lấy phương trình thứ haỉ trù phương trình thứ nhất, ta được: 

X 3 - X" - x 2 y + 2xy - 2x = 0, hay (x 3 -X" - 2x)-y(x 2 -2x) = 0. 

Do X 3 — X" — 2x = (x + í )(x“ — 2x) nén từ trên, ta có (x 2 — 2x)(x +1 — y) == Q. 

y = ° (Sy 

_y =-2 

y=° - ỡỊS 

+ ĨMéll x~2=> 4 

L y 3 

+ Nếu y = x + l thay vàơ phương trinh (1) ta thư được: 1 + 2y“ +2y -0 vô 
nghiệm, 

Kct luận: 

ị 4 ^ 

Hẻ phương trinh có các cặp nghiệm là: (x;y) = (0;0),(0;—2),Ị2;0Ị, 2; — 

V 

c) Trước tiên ta đi biến đòi phương trình (1) trong hộ ta được 
x 2 (x 2 — y 2 ) 4- xy(x 2 -y 2 )-9(x-y) = 0,o(x-y)Ị^í(x + y) 2 —yj = 0* 

Rỏ ràng với x-y = 0 thì hệ vô nghiệm khi đỏ ta đưa hệ phương trinh ban 

~ ... *(* + y) 2 = 9 (3) 

đau vẽ hệ phương trinh < 

x(y-’-x 3 ) = 7 (2) 

Từ phương trinh (3) ta suy ra được X, y >0. Cũng từ (3) bằng phép rút ần ta 
3 

thu được y = —j= -X, Thay vào phương trinh (2) ta thư được phương trình 
n/x 


6 


- X 


- 


= 7. (5). Đặtt = '>/x (t >0), (5) có dang như sau 


= 7 o t ạ -(3-1 3 ) 3 + 7t = 0. 

Xét hàm số f(t) = t 9 - (3 -t 3 ) 3 + 7t (t > 0). Ta có f'(t) - 9t 8 + 9t 2 (3 -1 3 ) 2 + 7 > 0. 
Vậy phương trình t(t) = 0có tơi đa một nghiệm. Mặt khác ta có í( l) = 0 nẻn 
suy ra t = 1 là nghiộm duy nhất của phương trình f(t) = 0, Tử đó ta được 
X = 1, y = 2. Vậy hộ phương trình có một nghiệm duy nhất (x, y) =(1; 2). 

d) ] ỉẻ được viết lại như sau: 
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Ịxy 2 -yỊ+Ị3x 2 -3x 3 yỊ = 4x 2 y (xy-y)Ịy-3x 2 j = 4x 2 y 

3x 2 y - y 2 + 3xy + 1 = 0 3x 2 - y 2 + 3xy + 1=0 

Xét vói y = 0 thay vào ta thấy khóng là nghiệm của hệ . 

Với y * 0 ta biến đổi hệ thành : 

V- 3x2 H 


1 

X - — 

y } 


7 1 

3x* - y + 3x + — = 0 


4x 


<a> 


X - — IỊ y - 3x 2 Ị = 4x 
2 1 

3x - y + — - X = — 4x 

y 


Đặt: 


a - X - 


1 


y Khi đó hệ tro thành hệ : ■: 
;2 


nb = 4x 2 
a + b = 4x 


Ịb = y - 3x 

Theo Viets thì tã cỏ 2 số a và b là nghiệm cùa phương trình : 


t 2 — 4xt + 4x 2 <=> (ỉ - 2x) 2 = 0 c> t = 2x o í 


,_1 

y <=> \ 

2 


2x = y-3x á 


|y = - 

2x = 


1 

X 

-3x 2 

X 


1 

y=-“ 

X 

2x = ---3x 2 

X 


1 

y x 
3x J + 2x 2 + I = 0 




x = -l 

y-ĩ 


Vậy hệ có 1 nghiệm (x; y) - (-1; 1) 


Ví dụ 3: Giài các hệ phuoxig trình saụ 



a) « 

yịl + x + yjl-y =2 

X 2 -y 4 +9y- x|9 + y-y 3 ) 

b) 

X 2 - 2x 2 y - 15x = 6y(2x - 5 - 4y) 

*i + 2x_ M + XĨ_Z 



8y 3 py 4 2 

C)| 

|3x-6^2x-4 =4yj3y -9 -2y 

Ị 6x 3 - 3x 2 y + 2xy + 4 = y 2 + 4x + ổx 2 

d) < 

x 3 y - 8y 4 + 3x 2 y = “4 

2xy + y-y 2 =2 


Giải; 


a) Tủ phương trình (2) cua hệ ta có: 


X 2 - y 4 + 9y = x|9 + y-y 3 jc=>(x-y)Ịx + y 3 -9| = 0<^ 


X = y 

X + y 3 - 9 = 0 



145 






























Khâm phả bi iỊiiỉỷêì chuifẻfĩ đê PT t hút PTy hệ PTy biĩt ĐT - Nguyễn Trutig Kiêỉỉ 


Do đó X + y 3 - 9 < -1 < 0 nên X + V 3 - 9 = 0 vô nghiệm. 

Ta chi cân gìáì trường hợp x = y. Thế vào phương trinh ban đâu ta 
đuợc:x/ĩ+x + yịi -X - 2. Đặt ã =yỊĨ+ x;b = Vl - X (b > ũ) thì 
a + b = 2 


a 3 + b 2 = 2 


a 3 + (2-a) 2 -2oa 3 + a 2 -4a + 2 = 0-»(a-l)(a 2 + 2a~2)=0 


Từ đó suy ra nghiệm cua phương trinh ban đau 
X = 0;x = -ll + 6>/3;x = -11 -6^3 

V ậy hệ đ à cho có 3 ngh iệr n là X = y = 0; X = y = - ỉ I + 6>Ỉ3; X = y - - n - Í»V3 

2v = X 

b) Phương trình thứ nhất cùa hệ -w> {2y - x)Ịx 2 - J 2y - 15 Ị = 0 e> 


X 2 -15 


y = 


12 


TH 1: y = 


x 2 -15 


12 


thay vào phương trinh thứ hãi của hệ ta được: 


3x 2 

ỉịx 2 -15 Ị 


2x I 4x 3 X 2 X 2 -15 


+ 3 V X 


+- 


2 -15 4 


24 


<=> 


36x" 
X 2 -15 


-12 J 2 * 2 - Ịx 2 +16X- Ì5) +Ịx 2 + 16x- 15Ị =0 


X 2 + lóx-15 >0 

r„2 . 1 = 


+ 


Ĩ6x-15j 


o 4 


X + 16x -Ị5> 0 


36- 


X 2 -15 


= X 2 + Ị6x —15 


o < 


x 4 + 16x-15>0 


36x‘ 


-(x 2 -15ì|x 2 +16x-15|n 
Xét phương trình (*) 36x 2 = Ịx 2 — lsỊỊx 2 +16x - I. 5 Ị 

Vi X = 0 không phai là nghiệm. Ta chia hai vế phương trinh cho X 2 ta có: 


36 


= i x -ĩỉ x 


+ 16 


15Ì 


15 7 

Đặt X- — = t => t : + 16t -36 = 0 

X 


t = 2 
t = -18 


+ Nếu t = 2-»>x—— = 2< 0 X 2 -2x-15 = ữo 

X 


X = 5 

X = —3 


<=> x - 5 


+ N 
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OX-— = -18«x 2 + 18x-15 = 0«. 

X 


X = —9 - 4 Vó „ , 1- 

7Ặ<=>x = -9-4V6 
x = -9 + 4V6 


Í5;|ì 

/-9-4^; 27 7^' 

6J 

2 

\ J 


Nghiệm cùa hệ đã cho là: (x;y) = 

TH 2: x = 2y Thay vào phương trinh thú hai của hệ ta có: 


X* , 2x /2x 3 X 2 X 7 /llx^_ i.:a- 

— + — 1 = —-- <3-—x = * — <=> X = 0 (loại) (do điều kiện y * 0 ) 

4x 3 V 3x 4 4 6 V 12 


o — + —= 


KL: Nghiệm của hệ dã cho là: (x;y) = 


5; 6 


í-9-4^; 27 " 12 ^! 


c) Điêu kiện 


X > 2 
y>3 


Phương trình (2) cua hệ tương đương với: 


(2x-2-y)(3x J + y-2) = 0<=> 


y — 2x - 2 
y = 2-3x 2 


+ Với y = 2x - 2 thế vào phương trinh (1) ta được: 
(1) <=> 7x- 6-h/2x-■ 4 -4>/6 x -15 -4 = 0 (3) 


Dến đây sử dụng bất đắng thức Cô si ta cỏ: 

1 6>/2x - 4 = 3.2 J2Ũ^ 2) < 3x , c - 7 . 1 --— 

- _ ■ v 7 _ =>6V2x-4 + 4\/6x-15 <7x-4 

4a/6x- 15 =2.2,p(2x-5) <2(2x-2) 

Dấu ’■ = " xáy ra khi chì khi X = 4 

Tử (3) suy ra X = 4là nghiệm duy nhất. Vậy hệ có nghiộm (x;y) = (4;6) 

- Vói ỵ = 2 - 3x 2 < 2 hệ vô nghiệm do điều kiện y > 3 
Vậy hệ đã cho chi có 1 nghiệm (x;y) = (4;ỏ) 
d) Thế phương trình 2 vào phương trinh 1 cùa hệ ta được phương trinh : 

x 3 y-Sy 4 + 3x 2 y = -2(2xy + y-y 2 ) <z>Ịx 3 -8ỵ 3 +3x 2 ]y = (-4x'2 4- 2y )y 
Vì y = 0 không lá nghiệm cua hệ. Chia cá hai vế cho y ta được phương trình 
X 3 - 8y 3 + 3x 2 = -4x -2 + 2y o X 3 + 3x 2 + 4x = 8y 3 + 2ỵ - 2 
Đặt :z = x + l=>x — z—1 . Khi đó ta có phương trình : 



147 
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z 3 fz = 8y 3 + 2y <=> (z- 2y )|z 2 + 4y 2 + 2zy Ị = 0 đo Ịz 2 + 4y 2 + 2zy Ị > 0 

<=>z = 2y=>x + I = 2y=>x = 2y-l 
Thế vào phương trình 2 cùa hệ ta được phương trình: 
y = l =>x = l 

3ỵ 2 -y-2 = 0o 


-2 -7 

y = — => X = — 

7 3 3 


Hệ phương trinh đa cho cớ hai nghiệm (x; v) - (1;1); 


/ -7-2 > 
3 ; 3 J 



a) Phương trinh đâu cua hệ được viết lại nhu sau: 
lơg 2 ị X + 7x 2 +4 j + ]og 2 ^/y 2 + 4 -y Ị = log 2 4 

<=>(x + Vx 2 +4j.^y 2 + 4~yj = 4 

Ta cỏ; \/x 2 + 4 + X ì Ị ì/x 2 + 4 — X j - 4; Ị ^y 2 + 4 + y jị J y 2 +4 - yj - 4 nen ta 

Vx 2 +4 + x = Jỵ 2 + 4 + y 

- «—- <=>x-y. 

V y 2 + 4 — y = V X 2 + 4 — X 
Thay vào phương trình thứ hai củá hệ ta có: 


suy ra: 
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X 2 — 8 x + 10 = {x + 2 )^/ 2 x - I X 2 — 8 x +10 — X 2 + 4 x + 4 |{ 2 x — 1 ) = 0 

X 2 4- 4x + 4-6(2x-1)“^Ịx 2 + 4x + “ỉ|(2x — ĩ ) = 0 . Chìa phương trình cho 

X 2 +4x + 4 > 0. Ta có J+* + 4 -]Z±4ụ*-6 = 0. 

2x-l V 2x-l 


4 4x + 4 . _ ọ 

——— >0 thu được phương trình: t -t-6=0o 


2x-l 


. _ X +4x + 4 „ _2 

Giải t = 3o—- — = 9<=>x -14x + 13 = 0<=> 

2x5-1 


t = 3 
t = -2 


=> t = 3 


X = 1 

X = 13 


Kết luận: Hệ phương trình cỏ các nghiệm là: (x;y) — Ịl; 1 ],(13; 13 ) 

b) Điều kiện: X 2 + 2y +1 > 0 . 

Phương trinh (1) lương đương: 

4y 2 - 4y^x 2 + 2y +1 + X 2 + 2y +1 = X 2 — 2xy + y 2 

<,Í2y-^7^Tf =(x-yfo t;- 2y ^ g3y ' x 

'■ ' ^x 2 +2y + 1 = X + y 

THI: ■J X 2 + 2 y + I - 3y - X . Binh phương haí vế phương trình ta được: 


Mụ* 


<=> 


Í3y > X 

3y >x 

2 2 

6xy = 9y* -2y-l<=> 

[x + 2y +1 = 9y 4 - 6xy 4 X 

xy = y‘ 4 3y - 3 


x = l;y=l{TM) 

415 17-- ■ 

* ;y 3 (1M) 


TH2: ^X" 4- 2_ỹ + ì' = X 4- y. Bình phương hai vế phương trình: 


X + y £ 0 

X 2 + 2y + 1 = X 2 4- 2xy + ỵ 2 


<=> 


X + y > 0 

2xy = -y 2 + 2y + 1 <=> 
xy = y 2 + 3y - 3 


X = 1; y = 1 

X = ^;y = -|(L) 

21 7 3 


Vậy hệ có nghiệm (x; y) = (l; 1 ) ,Ị ^ j. 

c) Tù phương trình (1) ta thấy: 2xỊ 1 — y 2 Ị = 3 Ị 1 — y 2 Ị. 

THI: y = 1 thay vào (2) ta có: x^ -7x+6 = 0 ox = l;x - 3;x - -2, 
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TH2: Kết hợp với (2) ta có hệ mới; 


2x +2xy + 2xy - 3 + 3y (*) 


[2x 2 — x^y = 2x 2 y 2 -7xy+ 6 
Phương trình (3) tương dương với: (xy - 2)|2xy + x 2 - 3j = 0, 

+ Mếu: xy = 2 thay vào (*) ta có: 

2x + 4 + 4y = 3 + 3y=s>x = — 1 ^ => y(l + y) = —4. 

Phương trình này vô nghíẹm nên hệ vô nghiệm. 

+ Nếu 2xy = 3 - X 2 thay vào (*) ta có: 


2 


--1 
v x / 


= 3-x ỉ ox=l;y = l 


2x + 3-X 2 + y ( 3 — X 2 Ị = 3 + 3y ->y = --1 

Vậy hệ có nghiệm (x; y) = Ịl;l) r ( 3;l),(-2;l). 
d) Phương trình (1) tương đương: 

x«-7x**9-2y(x*-x-3)-0«(x J -x-3)(** + x-3)-2y(x ỉ -x-3)-0. 


THI: x 2 “X“3 = Oo 


1-yỊĨĨ 79 + ^ 

X = -—-— => y 


X - 


1 — V 7 T V 1 >-* 

—£— => y =— TT — 
2 J 36 

1 + VĨ3 ... 79-slŨ 
z =>■¥ = — T7— 


2 ' 36 

TH2: 2y 2 = X 2 + X -3 thay vào ị2) ta có: 

= *Ỉ5 r=> Ỵ = 1 - 

2 

= -ì/s => V = 1 + -ệ- 
2 


|x 2 + x-3Ịx 2 -x 3 = 1()o 


Vậy hệ có nghiệm 

{K yJ lz^ặ;”ty» lí^;g^lí s*-ệ)í^ + ệ 


36 2 

J 


36 


Ví dụ 5: Giá í các hệ phương trinh sau 


a) < 

XV - X- V =1 

3 2 3 b)J 

4x ạ -ĩlx 1 + 9x = —y J + 6y + 7 

xy-x+2y =4 

4x^ + 24x 2 +45x = -y 3 + 6v -20 
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c) 


_ 5 

l-x z 


X 


3 3 

+ Xy+ 2 y 


Ị , T . 1 -1 4 

(xy + 2) + -“ = 2y + “ 

)T X 


X 2 + y“ + x = 3 

d ) 1 5 -. 2 , 2xy 

I X - 4y + ——— 


X + y — 1 


= -l 


a) Hệ tương đương: s 


Giai: 

3xy - 3x - 3y - 3 

4x 3 - 12x 2 + 9x = -y' + 6y + 7 


Trù hai phương trinh cho nhau ta được: 4Ị X — 1) - —y‘ + 3xy + 3y 
<=> 4(x -l) 3 + 4y 3 = 3y 3 + 3xy + 3y 
^>4(x + y-l) (x-l) 2 -(x-l)y + y 2 J = 3yỊy 2 + x + lj 
«4(x + y-l)Ịjx-l) 2 -(x-l)y + y z ] = 3y(y 2 + xy- y -1 +11 
4(x + y-ì) (X“l) 2 -(x-l)y + y" J = 3y 2 (x + y-l) 

<=>(x + y-l)(2x-2-yf =0 

Với y = 1 — X thay vào (1) ta được: X - X + 2 = 0 (vô nghiệm), 

5-tJĩ7 

X = - 

Với y = 2x - 2 thay vào (1} ta được: 2x 2 - 5x+1 = 0 <=> 4 

5 + VĨ7 
x =- : — 


<=> 


Vậy hệ có nghiệm (x;y) = 


5 

t 

t 

in 

' 5 +JĨ 7 1 4- yfp 7 

4 2 J 

t 4 2 J 


b) Hộ tuơng đương: 


6y - 3x + 3xy -12 = 0 
4x 3 + 24x 2 + 45x ' -y 3 + 6y—20 
Trù hai phương trinh trên cho nhau ta được: 

4x 3 4- 24x 2 + 48x + 32 = -y ' + 3xy +12ỵ 

o4|x + 2 ) 3 + 4y 3 = 3y 3 + 3xy + 12y 

o4|x+y+2) (x + 2)” -(x + 2jỵ + y 2 ~ị = 3y|y 2 +X+ 4 Ị 

Thế X = xy + 2y — 4 vào VP ta được: 
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4(x + V + 2}j ( x + 2) 2 -(x + 2)y+ y 2 j = 3y(y 2 +2y + xy -4 + 4 Ị = 3y 2 (x + y + 2) 

o(x + y + 2)[4(x + 2) : .-4(x + 2)y + y 2 j-0. 

Với y = -X -2 thay vào (1) ta được: X 2 - 5x + 8 = 0 (vô nghiệm). 

\ỊỸ? -7 

X = 

Vói y - 2x + 2 thay vào (1) ta được: 2x 2 “7x + 4 = ữ <=> 


X - 


Ề +7 ' 


. , ■JĨ7-7 l+yĩ?) 1 -Jr7 + 7 1-VĨ7 

Vậy hệ có nghiêm (x;y)=Ị — — —; , - — -— f— 

4 2 4 2 

X / 

c) Điên kiện: X ^ Ch 

( 1 \ 2 1 12 

Phương trình (2) tương đương: y + 2- — =0Oxy = — — 2.<=>y = -rr — — 

1 X J X X 2 x 


Thay vào (1) ta được: 


(1 : 

,3 „ 

V 1 

1 

1 2 Ỹ Ị 

2 1 

l 3 t 1 

-T-^ 

+— 

—— = 

<=>(t 

: -1 


U 2 

J * 

2 

Lx 2 *J 

m. ^ 

ì 2 


-(M 


^( 2 t-l)Ị 6 t 4 - 12 t 3 + 2 t 2 + 4 t + 3 j =0 

1 _ 3 

THI: ỉ = 7=>x = 2=>y = -7. 

2 J 4 


TH2: 6t 4 12t 3 + 2t 2 + 4t + 3 = 0 <z> 6 


t-i-ỹ 

3 


=-ị (võ lý) 


2;-f 

4 


Vây nghiệm của hệ (x;ỵ) = 

d) Đĩéu kiện: X + y * 1 . Phương trình (2) tương đương: 

ỊX 2 — 4y 2 Ị(x + y - 1) 4- 2xy =—(x + y-l). 

Phân tích nhân từ ta được: (x + 2y- I )Ị X 2 — 2y 2 - xy + y + lỊ — 0. 
THI: X + 2y -1 = 0 thay vào (t) de dàng tim được: 

(*y)“ 


r -1 - 2/Ĩ4 3 + VĨ4 

2/14-1 3-v/Ĩ4' 

5 ; 5 ; 

J - ) 

1 5 2 J 
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2 -» 2 

. ..X -2y -xv + y + 1 

TH2: Kết hợp vói (1) ta có hệ mói; < J _ ' 

X 2 + y 2 + X = 3 

Giải bằng cách: 

PT(l)-PT(2)«3y 2 + xy + x-y-4 = 0o(y + l)(x + 3y-4) = 0 . 
Vậy nghiệm cùa hệ 

M- 


r -l-zVĨ4 3 +n/ĨT 

f 2yỊŨ-ỉ 3-n/ĨĨ' 

i 10 17 ^ 

5 ; 5 ; 

\ / 

1 5*2 

ị li ; !0j 


Ví dụ 6) Giải hệ phương trinh với nghiệm là số thục: 

a) < 

^4x 2 + (4x - 9)(x - y) + yjxỳ = 3y 

4 > /{x + 2)(y + 2x) =3(x + 3) 


b) - 

ựxy-(x-y)(^xỹ-2) +yfc = y + Jỹ 
(x + l)Ị^y + iỊxỹ+x{l -x) =4 


c) < 

X - 3%/x + 3 - 3 */v - 5 - y 
nr —— - i_ Vj V-A*> 

/ x2 x y-,r— 

v x ~y 


+16(y-x) +y =2 ì /xy 

2Ịx 2 + y 2 Ị - 3i/2x -1 =11 


Giai: 

a) Diêu kiện: x,y > 0. Ta viết lại phương trình (1) cùa hệ thành: 


ựếx 2 +{4x-9)(x-y)-2y+ N /xỹ-y =0 (*) 

De thấy X = y = 0 không phai là nghiệm của hệ. Ta xét X 2 + y 2 * 0 , 


v „ . t tk , . , 4x 2 4-(4x-9)(x-y)^4y 2 y(x-t-y) 

Nhản liên hợp n ta có: , v A = - +*ệ= — = 

y4x 2 + (4x - 9)(x - y) + 2y v*y + y 


0 


o(x-y) 


8x + 4y-9 y 

^4x 2 +(4x-9)(x-y) + 2y sf*ỹ + y 


= 0 . Để ý rằng: Tủ phương 


trình thứ hai cua hệ ta cỏ: 8x + 4y = —suy ra: 


8x + 4y - 9 = 


9(x + 3 ) z 9 _9 ( x-1) 2 




4(x + 2) 4{x + 2) 


4(x + 2) 


> 0 8x + 4y - 9 > 0. Nên ta có X = y 
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KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìịên đê PT, bất PT iiỊ' PT, bát ĐT - \$Hụền TruiiỊỊ Kiền 


Thay vào phương trình thứ hai của hệ la thư được: 

'x — 1 


4^3x(x + 2) = 3(x + 3) 


27 

X = ~(L) 
13 


Tóm lại hệ cỏ nghiệm duy nhất: (x; y} - (1; I) 
b) Diều kiện: X, y > 0. Ta viết lại phương trình (1) cưa hệ thành: 

yịxỹ - ( \ - y)(ựxỹ — 2) —y + Vx — Vy - 0 (*). Dề thấy X = y = 0 không thỏa 


mãn hệ. Ta xét X 2 + y 2 nt 0 


XV + (x - y )( Vxỹ -2) - y 2 
Nhân liên hợp (*) ta có: ' * 




(*-y) 


xy +(x-y)(Vxỹ -2) --y 2 x-y 
^xy + {x-y)(Vxỹ-2) +y 'I* + \Ịỹ 


= 0 


= 0 


y + ựxỹ-2 1 

,/xy + (x- y)(V*ỹ-2)+y 
Từ phương trình thứ hai của hệ ta có: 

y + v*ỹ = 

suy ra X = y thay váo phương trình thứ hai cứa hệ ta có: 


4 2 

—- + X — X => V + 

x+1 7 


C- 4 2 .. ,_( x “ 1 ) 1 < x + 2 >^n 

Jxy - 2 = ——- + X* - X - 2 = 3 > 0 

v X +1 x + 1 


(x + l)( 3 x -x^) - 4 « 


X -1 


X = 


1 ±VĨ 7 


Kểỉ hựp điêu kiện ta có: (x; y Ị = (J; 1 Ị, 


1 + Vĩ 7 1 + VĨ 7 

I * " 


c) Điêu kiện: X > 0,y > 5 . Ta vièt lại phương trình (1) của hệ thành: 
y - 5-Vy “5 + X + 3 3Vx + 3 + 2 = 0. Ta coi đây là phương trình bậc 2 ấn 
Vv - 5. Điêu kiện đê phương trình có nghiệm lã: 

A = 9 — 4 Ị (x + 3) — 3Vx + 3 + 2j > 0 V* + 3 < + ~~ < 16 ■ Từ đỏ suy ra 
... = --— + —ị=Ằ ->ữ. Do đó X - y thay vào phương trình (1) 

Vx 2 +16(y-x) + Vxỹ V x y + y 

thu được: 2x - 3^ v* + 3 + V* — 5 Ị 





































Ctíf TNHH MTV DVVH Khang Việt 


<=> X 4 -9x 3 + 9x 2 + 324 = 0<=> (x “ 6)~ Ịx 2 + 3x + 9Ịi = 0 <=> X = 6 
Vậy hệ cỏ nghiệm X = y = 6 . 


d) Đíeu kiện: 


X * y 
1 2 

X > ^: X - X - y > 0 
2 


Phương trinh đan của hệ đựợc viết lại nhu sau: 

^Ịx-ỹ\Ị\ 2 -x-y =y<^^-x-y(^7-l| + N /x 3 -x-y-y = 0 

( 

ựx 2 -X-y 




\ 

2 2 

X - ỵ — 1 X — y - X - y 

ìỊĨ*-ỹf +ựx-y+Ị ; “ x 


= 0 


y + y 


«>(x-y-l) 




yX -X -y ^ x + y 

^(x-y) 2 +^X^7 + 1 ì/x 2 -x-y+y 


-0 


Mặt khác từ phương trinh (1) của hệ ta cổ: 


y 




> 0 . 


Nếu y < 0 => ựx - y <0ox<v<0 vô lý đo X > —. Như vậy hệ có nghiệm 

— 


khi y > 0. Do đó 


7x 2 -x-y | x + y 
^(x-yf + $c^ỹ+l <Jx 2 -x-y+y 


>0 


Vậy X - y -1 = 0 thay vào phương trình (2) ta cỗ: 4x 2 - 4x - 9 - 3^2x -1 = 0 
<=>{2x-l} 2 -3>/2 x-1 -10 =0 
Dặt V2x -1 — t > 0 ta có 

t 4 -3t-10=0<»(t-2)Ịt 3 +2t 2 + 4t + 5Ị = 0<^>t^2^x = | 


Vậy hệ có một nghiệm là (x;y} = Ị^-;^J 
Ví dụ 7) Giai hệ phương trình vói nghiệm lá sổ thực: 


a) 


X 2 + 2y 2 + 2x + 8y + 6 = 0 
X 2 +xy + y+ 4x + l = 0 


b) 


2x + 2xy + y - 5 = 0 
[y 2 + xy+ 5x-7=0 


Giải: 
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KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìịên đê PT, bất PTiiỊ' PT, bát ĐT- Nguyễn TruiiỊỊ Kièií 


* Cách 1; Đặt 


X = u + a 


thay vào phương trinh (ĩ) ciia hệ ta có: 


y = V + h 

(u + a) 2 +2(v + b) 2 +2(u + a) + 8(v + b)+6=0 

u” + 2v~ + 2(a +1 )u + 4v(b + 2) + a ~ + 2b 2 + 2a + 8b + 6 = 0 . 

Ta mong muốn không có số hạng bậc nhất trong phương trình nên điêu 


kiện là: 


a +1 = 0 
b + 2 = 0 


<=> < 


a = —1 

b = -2 


Tù đó ta có các h đặt ấn phụ như sau: Đặt thay vào hệ ta cỏ: 

y = v-2 


u 2 + 2v 2 =3 
u 2 +UV = 2 


đâv là hẹ đẳng cấp. 


u = V 

u = -4v 


Tù hệ ta suy ra 2ị li 2 + 2v 2 Ị = 3 ịu 2 + uv Ị <=> u 2 + 3ưv-4v 2 - 0 o 

Công việc còn lại lá khá đan gián. 

* Cách 2:Ta cộng phưong trình (1) với k lần phương trình (2). 

X 2 + 2y 2 + 2x + 8y+6+kị^x 2 + xy + y + 4x + 1 =0 

o (1 + k)x 2 + (2 4- 4k + kv)x + 2y 2 + 8y + ky + k +6 =0 
Ta có 

A = {2 4- 4k + ky) 2 -4(k4- l)(2y 2 + 8y + ky + k + 6) 

= Ịk 2 -8k- 81y 2 4- (4k 2 -32k -32)y + 12k 2 - 12k-20 . 

Ta mong muốn A có dạng (Ay 4 B) 2 <=> A = 0 cỏ nghiệm kép: 

«>(|^- 32 k- 32 j 2 - 4 Ịk ỉ - 8 k-sỊ(l 2 k 2 - 12 k- 2 ỡj = ờok = -ỉ. 

Tù dó ta có cách giải như sau: 

Lấy 2 lần phương trình (1) trừ 3 lân phương trinh (2) của hệ ta có: 

2ỈX 2 4- 2y 2 + 2x4- 8y 4 6j-3|x 2 + xy + y 4 4x + I Ị = Q 

—X 2 -3xy -8x4- 4y 2 + 13y+ 9-0 o X 2 4 (3y+s)x—Ịềy 2 4- 13y+ 91 = 0 

Ta cỏ A = (3y + 8 Ỷ 4 4|4y 2 4 13v + 9i = 25y 2 4 lOOy 4-100 = (5y +10 Ỷ 
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Từ dó tính dược; 


3y + 8 - (5y +10) 

X = ——-—™-- - -y -1 

2 3 

3y + 8 + (5y + 10) 

X = - 2 — —-— = 4y + 9 


Phần việc còn lại là khá don giản, 
b) Lấy phương trình {l) trừ phương trình (2) ta thu được; 

2x 2 +2xy + y-5-|y 2 + xy + 5x-7] = 0 <=> 2x 2 + (y - 5)x- y 2 + y + 12 = 0 





ỵ±l 

2 


X = -y + 2 


Nhận xét: Khi gặp các hộ phương trình dạng: 

á|X" + a 2 xy + a 3 y 2 + a 4 x + a s y + a 6 =0 

' 2 , 2 . 

bjX + b 2 xy + b 3 y + b 4 x+ b 5 y + b 6 = 0 

+ Ta đặt X = u + a,y = v + b sau dó tìm điêu kiện dế phương trình không có sổ 
hạng bậc 1 hoặc không có sổ hạng tụ do . 

+ Hoặc ta cộng phương trình (!) với k lân phương trinh (2) sau đó chọn k sao 
cho có thể biểu diên dược X theo y . Đè có được quan hệ này ta cân dựa 

vào tính chất. Phương trình ax 2 4bx + c biếu diễn được thành dạng: 

(Ax + B) 2 A = 0 

Đối với các hệ đại số bậc 3: 

Ta có thế vận dụng các hướng giáì 
+ Biến đối hệ đê tạo thánh các hẳng đắng thúc 


+ Nhân các phưung trình vói một biểu thúc đại số sau đỏ cọng các phu ưng 
trình đê tạo ra quan hệ tuyến tính. 
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KhiUỉi phá bi íỊiiiịét chuìịên đê PT, bất PT, í í Ị' PT, bát ĐT - Ngu yễn Trung Kièií 


a) Phân tích: Ta viết lại hệ nhu sau: 


x 3 +3xy 2 +49=0 

Ỵ 2 + 8(x + l)y + X 2 +17 X = 0 


Nhận thấy X = -l thì hệ trở thành: 


-3y“ +48 = 0 
, oy = ±4 


y 2 — 16 = (.) 


Tù đó ta có lời giải như sau: 

Lấy phương trình (1) cộng với 3 lần phương trình (2) của hệ ta có: 
X 3 + 3xy 2 + 49 + 3Ịx 2 -8xy+ y 2 -8y + 17xỊ = l) 


<=> 


(x + l)^(x + 1) 2 + 3{y - 4) 2 > = 0 


Tù đó tá de dàng t’un được các nghiệm của hệ: (x;y) = {—1; 4), I -1; -4) 

b) Làm tương tụ như cáu a 

Lấy phương trình (1) cộng vói 3 lan phương trình (2) thì thu được: 
(x + l)[(x+l) 2 + 3(y — 5)" J =0 . Từ dó dễ dàng tìm được các nghiệm cua hệ. 

c) Lấy phương trình (1) trừ 3 l ân phương trình (2) ta thu được: 


(x -2) 3 = (y + 3) 3 X = y + 5 


Thay vào phu ong trình (2) ta có: 

2(y + 5) 2 + 3y 2 = 4(y + 5)-9y o 5y 2 + 25y + 30 = 0 o 


y=-3 

Y =-2 


Vậy hệ phương trinh cỏ các nghiệm là: (x;y Ị = (2;-3),(3;-2) 

d) Lẩy 2 lần phướng trình (2) trù đi phương trinh (ĩ) ta thu được: 
(x-l)Ị^y 2 -(x + 3)y + x 2 -x-2j = 0 

Trường hợp 1: X = 1 hệ vô nghiệm 

y 2 -(x + 3)y + x 2 -x-2 = 0 


Trường hợp 2: 


X 3 + y 2 = {x - y ){xy -1) 


Lấy 2 lần phương trình (2) trù đi phương trình (1) ta thu được: 
(2x + l)|V-(x-l)y+x 2 -x + 2] = Q 


+ Nếu x= ~ 
2 


3±3 s 










ctỵ TNHHMTV DWH Khang Việt 


2 _ 2 „ ,, y 2 -(x-l)y+ x 2 -x + 2= 0 

+ Nếu y -(x-l)y+ x —x +2=0 ta có hệ: < 

y 2 -(x + 3)y + X 2 - X- 2= 0 

Trừ hai phương trình cho nhau ta có: ỵ = -1 thay vào thì hệ vô nghiệm 


KL: Nghiệm của hệ là: Ịx;y) = 


1.3+375' 

1—. 

ÕJ 

1 

Ế 

2' 4 

V / 

2' 4 

\ ) 


PHƯƠNG PHÁP ĐẶT ẨN PHỤ 

Đặt ẩn phụ là việc chọn các biêu thức f(x,y);g(x,y) trong hệ phương trình 
để đặt thành các ân phụ mới làm dơn giàn cấu trúc cùa phương trình, hệ 
phương trinh. Qua đó tạo thành các hệ phương trình mới đơn giàn hơn, hay 
quy vẽ các dạng hệ quen thuộc như đối xứng, đẳng cấp... 

Đè tạo ra ân phụ người giai cản xu lý linh hoạt các phương trình trong hệ 
thông qua các kỳ thuật: Nhỏm nhân tir chung, chĩa các phương trình theo 
những sổ hạng có san, nhỏm dựa vào các hằng đang thức, đối biến theo đạc 
thù phương trình.,. 

Ta quan sát các vi dụ sau: 


Ví dụ 1: Giài các hệ phương trình sau 


a) < 

2x 2 “2xy -y 2 = 2 

X 4 - 4x 2 + y 2 —6y+9 = 0 

2x 3 -3x 2 -3xy 2 -y 3 +1 = 0 

x 2 ỵ + X 2 + 2y - 22 = 0 


Giải: 


a) Ta viết lại hệ phương trinh thành: 

3x 2 - (x + ỴỶ — 2 
3x 3 + 3x 2 y-(x + y) 3 -3x 2 =-l 


<=> 


3x 2 -(x + y) 2 = 2 

3x 2 (x + y)-(x + y) 3 -3x 2 = -l 


■1 

Đặt a = 3x r b = X + y ta thu được hệ phương trình: <=> 


a-b- =2 
ab — b ’ - a = —1 


Từ phương trình (1) suy ra a = b 2 + 2 vào phương trinh thứ hai của hệ ta 
thu được: Ịb 2 +2|b-b 3 -Ịb 2 + 2) = -l c* b 2 -2b +1 = 0<=> b = 1 =>a = 3 
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Khâm yhiĩ bi iỊiiỉỷêì chuìỹẻn đê PT t bất PT, hệ PT, btỉt ĐT - Ngưỵềiĩ Tnitig Kiêìĩ 


ừ=0 

I *:: 1 

ly=2 


Khi !*■*=> x2=1 o 

[b = l [ X + y = 1 

Tóm lại hý phương trình có 2 cặp nghiệm: (x;y} = I 


b) Ta viết lại hệ phương trình thành: < ( x ^ ^ 4 

x 2 y + x 2 + 2y-22 = 0 

Đặt a = X 2 - 2; b = y - 3. Ta cỏ hệ phương trình sau: 


a 2 + b 2 = 4 
(a + 2}(b + 3) + a + 2 + 2(b + 3) = 22 


<=> 4 


a z + b = 4 
ab + 4(a + b) = 8 


c=> * 


(a + b) 2 -2ab = 4 
ab + 4(a + b) = 8 


<=> í 


(a + b) z + 8(a + b) - 20 = 0 
ab + 4(a + b) = 8 


o 


[ a + b = 2 
ab = 0 

[a + b = -10 
ab - 48 


(L) 




Xét b +b = 2 

I ab = 0 


+ Nếu: n = 0,b = 2 => 


a=2,b = 0 
a = 0, b = 2 

X= ±4Ĩ 
y = 5 


|x = ±2 
|y = 3 


+ Nêu a = 2,b = 0 

Tỏm lại hẻ có các cặp nghiệm: (x;y ) = |\/2;5Ị f |-V2;5Ị,(2;3),(-2;3) 

Vi dụ 2: Giải các hệ phương trình sau 


a) 


[ịx 2 + y 2 Ị(x + y + l) = 25(y + l) 
IX 2 + xy + 2y 2 + X - 8y = 9 


I 2 2 1 

X + y + 6xy -- 


b) 


(*-y) 


,♦ 1-0 

2 8 


1 5 

2y-— + 7=0 

X - y 4 


jf~í ■ ỵ * _ 

Giai: 


a) Đẻ ỷ ràng khi ỵ - -1 thj hệ vô nghiệm 
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Y v .. . . . Ị(x 2 +y 3 Ị(x + y + l) = 25(y + l) 

Xét y * -1. Ta viẽt lại hệ thành: -Ị' 

Ịx 2 + y 2 +x(y+.l) + (y+l) 2 = lo(y + l) 

Chìa hai phương trinh của hệ cho V + 1 ta thu được: 


x + ỵ (x + y +1) = 25 

y+1 1 ' »1 

X 2 + y 2 + x(y + l) + (y+l) 2 = 10(y+ 1) 


X 2 + y 2 , 

Đặt- - ỉ — = a; X + y + 1 = b , Ta có: 

y + 1 


X 2 + y 2 

y+í 

2 . -.2 
X + y 

y + 1 


(X + y + ]) = 25 
+ (x + y+ l) = 10 


> = 25 oSlb-5». 

x 2 +y-=5(ỵ + l)^ 

a + b = 10 

x + y = 4 


X = 3; y -1 

3... 11 
x = -“ ;y = “■ 

2 : ' 2 


Vậy hệ có nghiệm (x;y)-(3;l). 


3 11 ì 
2 ; 2 J 


b) Điều kiện: X ĨÉ y . 

Hệ đã cho tương đương: 

2(*+y) 2 -(y-*r- 1 , 2 + g"° 

(y-x) 


<=>■ 


y - X + 


y-x 


+ ( x+ y )*! t0 


Đặt x + y = a;y-x + —-— - b;|b| > 2 hộ thành: 

y-x 11 


2(x + yf- 


\2 


y - X + 


y-x. 


+ f = 0 
8 


y -X + 


IX 


-X 


+ ( x + y) + | = 0 


a+b=-4 

4 


2a : -b 2 =-^ 
8 


w 1 


a = — 
4 

b— 


<=> 


5 

y + X = — 

4 

y-x = -2 

5 « 

y + X = - 

4 


y-x = -- 


1 


w__ 3 

8 * 8 

7 3 
x=-;y = — 

8 8 


Vậy hệ có nghiệm (x;y) = [ 

8 ) 


Í 7 * 3 Ì 

'13 3 ' 

u 8 / 

\s' 8J 


Ví dụ 3: Giái các hệ phưong trình sau 



MÍ5-UỈ1 
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Khâm phả bi iỊiiỉỷêì chuifẻfĩ đê PT t hút PTy hự PTy biĩt ĐT - Nguyễn Tĩiỉtig Kiêỉỉ 


X*s/l7 -4x 2 +y< s jì9- 9y 2 -3 
\f\7 -4x 2 + Jl9-9y 2 = 10-2x-3y 


b) 


|ịx 2 +x|y 2 -4y 2 +y + l=0 
Ị xy + x 2 y 2 + 1 - Ị 4 - X 3 Ịy 3 = 0 


Giải: 

-X ní *„ >/Ĩ7 __ >/Ĩ7 , & ^^ ^9 

a) Đièu kiện: - - 1 — - < X < - 1 - —; — 1 ^- - < V < — 7 — 

■ 2 2 3 ' 3 


Dẻ ý xVl7-4x 2 liên quan đến 2x và >/l 7 - 4x 2 , y ^í l 9 - 9y 2 Hên quan đến 
3y và 1^19 -9y" . Và tỏng binh phương của chúng là nhũng hằng số. 

Đặt 2x + >/l7 —4x 2 = a;3x + y^Ịì 9 -9y 2 = b. Hệ đã cho tương đương: 


[a + b - 10 

a z -17 b 2 —19 _«=> 

—:—H--— — 3 

4 6 


a = 5; b = 5 
a = 3; b = 7 

1 


THI: 


2x + ^17-4x 2 =5 
3y + >/l9-9y 2 =5 


X —_ 
2 

x = 2 


5±x/Ĩ3 


|2x + \/l7-4x 2 =3 ít 
TH2: I —___ (loại). 

3y + ựl9-9y 2 =7 


1«.. u* ^ /.V Í1.5+VĨ3Ì 1 5 -n/ĨÌ • ',.5+1/13' .5-1/13 

Vậy hệ có nghiệm (x;y) = 7 ; - * * 7 ;— 7 — > 2; 2 , 2ĩ— 7 — 

(2 6 6 6 A 6 

I (x 2 + xịy 2 + y+ 1 = 4y 2 
1 ! i \ f 


b) Ta viết lại hệ nhu sau: 


xy + X y +1 + X y = 4y 


Ta thấy y = 0 không thỏa man hộ.Chia phương trinh đầu cho y , phương 

y + 1 


Ịx 2 +x) 


= 4 


trình thủ 2 cho y- ta được: ị 


-Ĩ 1 + 2 L + 1 + X 3 =4 

y 2 y 
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Viết lại hệ dưới dạng: 


2 , 1 , xy +1 
X + — + —-= 4 

y y 

/ \/ 

x2+ j_ xỵ+Ị 

y Ầ y ) 


IV 


<=> 


-4 


rv-. ĩ , 1 _ - xy + l . . . _ ,. 

Dặt X + —— - a,—-= b ta có hệ mói 


a + b=4 
ab = 4 


X 2 4 -L = 2 


* + ỉ = 2 

y 


■O a = b = 2 


o 4 


x 2 +^r = 2 


X + — = 2 

y 




1 

x + — 

y 


- — = 2 


o -1 


x + —= 2 

y 


X + — = 2 

y 

*=! 


ox = y = l 


Vậy hệ có mọt cặp nghiệm duy nhất X = y = 1 
Ví dụ 4: Giải các hệ phương trình sau 

6x 4 -Ịx' 1 — xjy 2 -(y + '12}x“ =-6 

6 x 4 -Ịx 2 -iỊ 2 .y 2 “llx 2 =-5 


a) 


b) 


4-X = 4 


2 ■ . __2 

X -y x + y 


5x + y 


+ íì^5 

xy 


Giải 

a) Nhận thấy X = 0 không lã nghiệm của hệ. 
Chia hai vế phương trinh cho X 2 ta có: 


6x"+“- X —-* v~-y-12 = 0 
x z V \) 

5x 2 +-^-fx- — y 2 -ll = 0 

X 2 { 




Hĩ-Hỵ- 

V x; 


Dặt X - — = a . Hệ thành: 
X 


6 a 2 — ay 2 —y = 0 
5 a‘ — a 2 y 2 — 1 = 0 


. . 2 ] y 

Chia hai vế chơ a và dặt y + — = X,— = Y giải ra ta được 

a a 




































KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìịên đê PT, bất PTiiỊ' PT, bti t ĐT- \$Hụền TruiiỊỊ Kiền 


<=> 


1 , 

a = —, y = 1 
2 7 <=> 

a =l,y = 2 


11 ^ 

x X “ 2 

|y = l 


1 

X 

y - 2 




X —— = 1 
X 


. x - 

Ịy =1 


1±VĨ7 


X - 


ìiS 


y = 2 


Vậy hệ có nghiệm (x;y) = 


1±VĨ7 


;1 


íi±ựi ' 


;2 


ì 

b). Điều kiện: X, y * 0; X * -y ; y ít X 


Phương trình (2) tương đương; y + — + 5x 

y X 

DK *Lz.,,ĩizì,,b. 


Í +S y-Ẽỵ =5 ^iiyì + S.ẺZ1 =5 


HỂ thành: 


1 5 

- + f = 4 

1 . 

5 

2 Ỉ 

y-y) 

a b w a = 

— ,b = 

— o 



b + 5a = 3 

2 

2 

2 Ỉ 

í*v) 


C5> 


Vậỵ hệ có nghiệm (x; y) = [-^;3 Ị1; 1 , I;I j 


3 

X = ,y = 3 
2 


x = l,y = 


1 


3 3 

X = TT/ y = _ 

2 7 2 


Ví dụ 5: Gíài các hệ phương trình sau 

a í \2 


a) 


(xy + 3) + (x + y) =8 
X y 1 

x 2 +-l + y 2 +l = 4 


b) 




fc+ ĩ +2 f + 7‘ 4 


A 


ặ-' 

y 


V 


A 


= 18 


Giải 


a) Triển khai phương trinh (1) 

(1) o x 2 y 2 -t-6xy+ 9 + X 2 +2xy +y 2 = 8<»x 2 y 2 + x 2 + y 2 +1 = 
<=> Ịx 2 +1 Ịịy 2 + lj=-8xy * 

Nhận thấy X = 0, V = 0 không là nghiệm của hệ. 


-8xy 
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2 2 

Phương trinh (1) khi đó là: — — —— - -8. 


Đặt 


^= = a; ~T~: _ 

X +1 y + 1 


1 

a + b = — 
4 

-j- -8 

ab 


o 


a =—— 
2 

b=Ị 

4 

1 

a - — 

4 

b=4 

2 




X 

Ỵ 

Ệ đa cho tươi' 

X 

I 

X 2 + t 

~ 2 

y 

1 

Ị y 2 +l 

~ 4 

X 

1 

X 2 +1 

"4 

y 

1 

y+ 1 

2 


s=> 


X = -1 

y=2±s 

X-2 + ±\/3 

v = -1 


Vậy hệ có nghiệm (x;y) = Ị-1;2 - V3j,ị-l;2 + >/3Ị,Ị2 - lỊ 4 + ■ 

b) Phương trình (2) tương đương: 

I 2x - Ỵ 2 Ịl y - 9x 2 j = I8x 2 y 2 <=> 9x“ỵ“ + 18x^ + y 3 = 2xy 

9x 2 y 2 +18x 3 + y 3 18x 2 y 2 _ . 

« -— -—-— - 2 <=> 9xy + —— + — + 2 = 4 

xy y X 


<z> 9x 


Dặt iì - 


2x 

ỵ 

2x1 


r vì 

- \ 

; 2x 

y+ — 

i ^ 

+ — 

y H—— 

= 4 o 

9x + — 

y + — 

y J 

X 

l y J 


l 

y ) 


= 4. 




9x + — ;b = 


ỵ + — [. Hệ thành: 


a + 2b = 4 
ab - 2 


oa = 2;b = lí>í 


9x + — = 4 


, 2x 

y + — = 1 

y 




9x +y = 4x 
y 2 + 2x = y 


y = 4x-9x 2 Tx = 0<L) 

4 n 2 ạ „ 2 ° ]_ 1 

Ỉ4x-9x 2 Ị + 2x = 4x-9x 2 | X = 9 => y = 3 

/ Ị ỊÌ 

Vậy hệ có nghiệm (x; y) = Ị £; ~ . 

FJf J * tl .. í . t. * 1 d > __ 








































Khiĩni yhii bi íỊiiiịét chuì/ên đê PT, bất PT, í í Ị' PT, bát ĐT - Nguyễn TruiiỊỊ Kièií 


a) 


t\/x 2 + 6 + y^x 2 + 3 = 7xy 
:Vx 2 + 3 + y/y 2 + 6 = X 2 4- y 2 + 2 


b) 


2x 2 y + = 2x 4 + x b 

(x + 2)Jy+ĩ = (x + l) 2 


/-V * T « 

Giai 


Giải hệ:. 

Hệ phương trinh tương đương vói: 


ịxyỊp + 6 + yUy(Vx 2 + 3 + xỊ = 9xy Ị ựy 2 + 6 + y | (^ x " 3 + X ) _ 9 

/n- \ / r—- V y + X 

xị vx 2 +3-xj + yỊ v fy 2 + 6-yj = 2 L^DT -ì . J rr ~I J 


í Ị \/x 2 +3 - X ì + y^y 2 +6 - ỳ j = 2 




yịýỹ 2 +7-yj xpTI-x) 


= 9 


'Ịỹr +3 -xỊ + yỊ^y 2 + 6 - yj = 2 
Đặt xỊì/x 2 + 3 -X j = a;y [ \Ịy~ +6 -yj = b. 


Hẹ thành: 


i + ỉ=9_, 
ba ^ ■ 

a + b = 1 


a = — ’ h = 1 
2 

2 . _4' 
a = —;b = — 

3 3 


r 


THI: 


X >/? + 3-xj = l 

y( Vy 2 +6 - y ]=1 

l J 3 

y^y 2 +6^yj = | 


TH2: 


X = 1 

1 

y - 2 


<=> < 


X = 


>/Ĩ5 

-4 


Vậy nghiệm của hệ (x; y) = 1; ì Ị, ~~; 2^1 


PHƯƠNG PHÁP HÀM SỐ 
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Diêm mấu chốt khi giải hệ bằng phương pháp hàm số là đua một phương 
trình của hệ về dạng; t'Ị"u(x;y)]-f| v(x;y)] trong đỏ hàm sổ đặc trưng 
f(t) đơn điệu tãng, hoặc đơn điệu giám từ đó suy ra u(x;y) = v(x;y) 


+ Dè phát hiện ra f[u(x;y) i - f[v(x;y) ngoài việc thành thạo các kỹ năng 


biến đổi hằng đẳng thúc nhóm nhân tú chung dõi khi ta cân chia cho một 
biểu thức g(x;y} hoặc thể một biêu thức tù phương trình thú nhất vào 
phương trình còn lại để tạp ra phương trình cỏ cấu trúc hàm số. 

Ta xét các ví đụ sau: 


Ví dụ 1: Giáĩ các hệ phương trình sau 

(3- x)ì/2 -X - lyiỊĩỹ -1 = 0 
x/x + 2 + 2 yỊỹ + 2 = 5 


a) i 


2x 2 y + y 3 - 2x 4 + X 6 
ịx + 2)Jỹ+ĩ = (x + lf 


Giãi 


a) Điêu kiện: X < 2, y > ^ . 


Phương trình (1) tương đương: 

(2-x)^x+>/2^ = (2y-l) > /2y-ĩ + ự2y-l o f(^2x-l ) = f( ì /2y-l). 

Xét hàm số t"ỊxỊ = x 3 +x ta có if’(x) = 3x 2 + l>llsuỵ ra hàm số t(x) đơn 
điệu tăng. 

Tủ đó suy ra 11^2 -X Ị - fị^2y -1 Ị ự2y -ĩ = V2”XC^x = 3-2y thay 

vào ta có: ^5--2y+ 2^yT^-5<=> Đặt a = ^5-2y;b = ^y + 2 ta có hệ 
phương trình sau: 


a + 2b = 5 
a 3 +2b 2 =9 


o 


a = 1; b = 2 

-3 , 23 + >/65 

a —---^ b —-—— 

4 8 

Vfo-3 , 23-^65 




a = 


;b = 


8 


y = 2 


y = 


y - 


233 + 23^65 
32 

233-23^ 

32 


Vậy hệ có nghiệm 

' 23>/65 -185 233 - 23 Vỏ5 'I Ị 23-M + 185 233 + 23^65 > 
16 ; 32 ' ló ; 32 


(x;y) = (-l;2). 


J \ 


b) Đĩên kiện: y > -1. 











































Khâm phả bi iỊiiỉỷêì chuifẻfĩ đê PT t hút PTy hệ PTy biĩt ĐT - Nguyễn Trutig Kiêỉỉ 


Vì x = 0 không là nghiệm cua hệ nên chia phương trinh (1) cho X 3 vi X = Q 

\3 O 

= 2x + X 3 . Xét hàm số f(t) = t 3 + 2t ta có f'(t) = 3t 2 + 2 > 0 


ta có: 2 

Í4 

V 


L X J 



V 


= f(x) <=>-?x<=>y = x 2 

X 


suy ra hàm số f(x) đơn điệu tảng. 

Theo bài ra ta có: f 
Thay vào (2) ta được: 

(x + 2)Vx 2 +1 = (x + l)~ (x + 2p ịx 2, + l| - (x +1 ) 4 <=> 

Vậy hệ cỏ nghiệm (x; y) = Ị ±Vs; 3 Ị. 

Ví dụ 2: Giải các hệ phương trinh sau 


X = V 3 , ỵ = 3 
X = -\Ỉ3, y = 3 


(thỏa mãn). 


a) 


lụ 2: Giải các hệ phưo 

x 5 +xy 4 =y lĐ +y 6 
\Ỉ4x + 5 + ìỊỵ 2 + 8 - 6 


b) *: 


2x 3 - 4x z + 3x - l = 2x 3 (2 - y }^3 - 2y 
>/x + 2 - ìỊĩ4-xj3- 2y +1 


Gỉải 


a) Đĩêu kiện: X > “ 


Ta thày y = 0 không là nghiệm etia hộ. chia hai vế cùa (1) cho y :1 ta được: 


Y 

X 

Ỡj 


+ — — y s + y. Xét hàm so f(t) = t 5 + t ta có f’(t) = 5t 4 + 1 > 0 suy ra 


hàm số f(x) đơn điệu tăng. Theo bãi ra ta có: f 


\ 

X 

ỸJ 


,, , _ X__2 

= f(y) 0 “ = yox=y 

y 


Thay vào (2) ta được: 

>/4x + 5 + + 8 = 6<=>x = l=>y = ±l. Xét hàm số f(x) = sfĩx + 5 + yỊx+H -6 

Ta có f’(x) = — \ + - Y ĩ > 0. Suy ra f(x) đom điệu tang. 

2y4x + 5 2vx + 8 

Ta có f(l) = 0 X = 1 là Jighiệm duy nhất. Tù đó tính được y = ±1 
Vậy hệ đã cho có nghiệm (x; y) = (1;± 1). 


b) Điêu kiện: X > -2;y < — .Ta thấy khi x-0 thì hệ không cỏ nghiệm. 
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1 I ^ 2 

Chia phương trinh (1) cho X * tỉ: 
4 3 


/ 


( 1 )« 2 -^ + Ặ-4=( 4 - 2 y)'/ i -2ỹ 

x X X 

t-ij=(^27f + ^17. 

Xét hàm số f(x) = x ì +xta cỏ f(x) = 3x 2 +1 > 0 suy ra hàm số f(x) đơn 

/ - \ ^ -| 

điệu tăng. Ta có í Ị ^3 - 2y j = f 1—— o yj3 — 2y = 1——. 

Thay vào (2) la đuợc; X + 2-ĩjĩ5-x = 1. 

Ta thây vế trái lá hàm đơn điệu tang nên phương trinh có nghiệm duy nhất 
111 

X = 7 => y = “ 7 -. 

7 98 


Vậy hệ có nghiệm (x;y) = | 7;——- 

l 98 , 


Ví dụ 3: Giải các hệ phương trình saư 

x+Vx z -2x + 2 =3 y ~ l +1 


yjy 2 -2y 


+ 2 =3 X_1 +1 


t>) 


Í4x 2 +lỊx + (y-3)^/5-2y =0 
4x 2 +y 2 + 2V3-4x =7 


ÍT* 

Giai 


a) Đặt u = X - 1; V = y -1 hệ thành: < 


u + \Ịu 2 +1 = 3 V 

V + ^v 2 + 1 = 3 U 


■o 


Trừ theo vế hai phương trình trên ta được 

11 + 'v/u 2 +1 + 3 11 = V + yỊ V“ + 1 + 3 V , Xét hàm số f(t) = t + \ft” +1 + 3 1 , Ta có 

f'(t) = 1 + ■ = + 3 1 ln 3> ovt suy ra hàm sổ f(t) đồng bièh trên R , Ta có 

V t 2 +1 

f{u) = f(v) o u = V .Thay vào phương trình đâu cua hệ (*) ta cỏ: 
u + >/u 2 +1 - 3 U o lnỊ u + y[\r +1 Ị - 11 Jn3 ; 

Xét hàm số f(ư) = ln{u + Vu 2 + 1) - uín3 ta 


co 
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KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìịên đê PT, hất PT. í í Ị' PT, bát ĐT - Nguyễn TruiiỊỊ Kièií 


1 + 


u 


f(u) = 


Jư*+1 


u+ìỊũ 


2.1 . 1 t . „ . . 

- In 3 = - . —. - In 3 < OVu => f(u) là hàm số nghịch biên. 

+ 1 


yỊvr +ĩ 


Mặt khác f(0) = 0 => u = 0 lá nghiệm duy nhất cùa phương trinh, 
Từ đó suy ra u = V = 0 <r> X = y = 1 

5 ^ 

b) Dạt z = ^5 - 2y =>z = —thay vào phương trình (1) ta có: 


4x' + X = z 


3- 


5 “ z‘ 


o 8x 3 + 2x = z -> + z 


Xét f(t) = t 3 +1 =>f'(t} = 3t 2 +1 >0 suy ra hàm f( t) luôn đông biến. 

[ 5-4x 2 

Từ đó suy ra f(z) = f(2x) o z = 2x o ^5-2y =2x0'^“ 2 thế vào 

X >0 

, . , í 5-4x2 f 

phương trinh (2) của hệ ta đưọc:g(x) = 4x z + — -Ẹ -— + 2v3-4x-7 = 0 

ể*\ • l 2 J 

r 3*1 _ 3 

với X <E 1 0;^ ( -Dê thấy X = 0 hoặc X = ^ đều không là nghiệm 

^ —2x 2 — __B_ = 4x(4x 2 -3)— <0 vói X g ' 0; — . 

2 J ^4x 1 > t 4 J 

I 

Ta có g ’ ' - 0 => X = ^ : y = 2 iâ nghiệm duy nhất cua hệ. 

\2 j 


Ví dụ 4: Giải các hệ phương trinh sau 

. 2 T .. ) T.r ..2 


2 ™ 

4+9.3* ~ 2y = 


y } : 


4+9 x - 2 >' I J 2 y~* +2 ( 1 ) 

( 2 ) 


b) 


4* + 4 = 4x + 4^2y-2x + 4 

(y + 1) 2 + y > /y 2 +l = x + | 

X + a/x 2 2x + 5 = 1 + 2^2x - 4y + 2 


Giải 

a) Điêu kiện: y - X + 2 > 0 . Đặt z = X" 2y 


PT(l)o4 + 3 ỉ+2 = Ị4 + 9 y ).7 2 ~* + 2 


4 + 3 


2 /, 
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of(z + 2) = f(2z) 
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Xét hàm Sổ f(t) = - - ^ =4 


(0 

t 

Í3Ì 

— 

+ 

— 

1.7 J 




f(t) = 4 


í' t\ l / 1 'l , \t \ 


ư) 


ỉn 


1 

Ỡ) 


3 

7 ; 


ln 




,teR ta có 


<OVteR. Dơ đó f(t) nghịch biến trên R . 


Theo phương trình ta có í (t + 2 Ị - f (2t) o t + 2 = 2t o t = 2, túc là 

X 2 - 2y = 2 . Suy ra ( !) <=> 2y = X 2 - 2 
Thay vào phương trinh (2) ta cỏ: 

4 X + 4 = 4x + 4\/x 2 - 2-2x + 4 <=> 4 X_1 = X -1 + ^(x-l) 2 +l 4 5 = s + sỊĩ + I , 

trong đó s = X —1 , Loga cơ sò e cá hai vế ta thu được: 


s + 


ì/s 2 +l = 


4 S 0 In 


s + 




■ In 4 


Xét hàm sổ f(s) = ln(s + Vs 2 +1) - sin4 ta 

1 + 7 == 

Vs 2 + 


co 


f-(s) = 


* -ln4 - * - ln 3 < OVs => f(s) ỉà hàm số nghịch biến. 


s Ws 2 +1 Vs 2 +1 

Mệt khác t(0} = Ọ => s = 0 là nghiệm duy nhất cùa phương trình. 

Tức là X— 1=0. Suy ra nghiệm duy nhất cùa hệ phương trình đã cho là 

( r 


(*;y)= 


1; 


} 


b) Điên kiện: X - 2y + 1 £ 0 

Phương trình (1) tirơng đương với 2x —4y + 2 = 2y 2 +1 + 2y-Jy 2 +1 (3) 

Thay vào phương trình (2) ta được 

X + ị/x 2 - 2x + 5 = 1 + 2yjỵ 2 + 2y^y 2 +1 +(y 2 + 1) 
ox + 7(x- 1) 2 44 =l+2^y + Jy 2 +l I 

(x -1) + ^-1) 2 + 4 = 2y + ựtaỵ) 1 HÊ 4r* 

Xét hàm số f(t) = t + Vt 2 +4;f f (t) = 1 + , = >0, Ví eL] 


I 


í 


t 2 +4 


Do dỏ í(x — 1) = f(2y) o X = 2y +1 
Thay vào (3) ta được: 
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Khâm yhiĩ bi iỊiiỉỷêì chuìỹẻn đê PT t hút PTy hệ PTy biĩt ĐT - Nguyễn Tĩiỉtig Kiêỉỉ 


(y + \jy 2 + 1) 2 = 4 <=> Ỵ + \ịỹ^ +1 =2 <=> 


, 5 3 

Thử lại thấy X = '~;y = 2 thỏa mãn. 


Vậy hệ phương trình cỏ nghiệm (x; y) - Ị 


y<2 

y 2 +l = (2-y) 


5 3Ì 


3 

2^y=i 


5 

' X - — 
2 


Ví dụ 5: Giài các hệ phương trình sau 


a) l 

|(17-3xh/5-x +(3y-14)ự4-y =0 

(1) 

2^2x + y + 5 + 3^3x + 2y +11 = X 2 + 6x + 13 (2) 

b) \ 

X 3 - y 3 + y - x) = 6 In 

y + Vỹ^+ặì 

^x + Vx 2 +9 ; 



y 2 = X 3 -2x + l 




Điêu kiện: 


■* * ¥ 

Giải 

X í 5 
y <4 

2x + y + 5 > 0 
3x + 2y + 11 > 0 

Biến đỗi phương trình (1) ta có: 

[3(5-x) + 2]x/5^ = [3(4-y) + 21^4^7(3) 

Xét hàm số: t (t|- |3t ^ ' 2 Ị t vói t > í! t.n co í'(t} = 9t 2 + 2>0 

Do đỏ f(t) là hàm sổ đỏng biến trên R. 

Từ phương trình (3) ta suy ra: 

í| v/5— X Ị = f|^4 —y — X = yỊĨ—ỹ y = X — ĩ 

Thay vào (2) ta cỏ: X 2 + 6x +13 = 2>/3x + 4 + 3x/5x + 9 (4) 


Đíỏu kiện xác định của phương trinh (4) là: X > - — 
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(4) <=>X" + X 4 2^x + 2 - >/3x + 4 Ị + 3Ịx + 3- \ỊEx + 9 Ị = 0 
2(x ; ->x) 3(x J + x) 0 


■» x‘ + X 4- -2- — H-2- ' - 0 

x + 2+V3x + 4 x + 3 + tJdx + 9 

, 3 

<=> X + X 1 +---. +- —ị= 

{ X + 2 + V3X + 4 X+3 + V5X + 9 

X 2 + X = 0 


= 0 


1 + 


2 t 3 
X + 2 + >/3x + 4 X + 3 + v^x 4 9 


= 0 


(*) X 2 4 X = 0 


X = 0 y = -1 
X = -1 => y = -2 


Ta có 1 +- _ > 0 do điêu kiện X > 

x + 2 + v3x + 4 x + 3 + ^5x+9 3 

Kết luận: (x;y) = {U;-lỊ,(-l;-2) 

b) Phương trìiali đáu tiẻn tư ong đương với: 

X 3 -2x + 61n( x +Vx 2 +9 Ị = y 3 -2y + ólnỊ^y + <ỊP + 9 Ị 
Xét hàm sổ: f 11) = t 3 - 2t 4 6InỊ t4 ì/t 2 4 9 j; t 6 R . 


Ta có f'(t) = 3t 2 -24-1-- — - 3l t 2 4~r~- \ 

V t 2 +9 \ \(t 2 +9 3 

Theo bất đăng thức Cauchy ta có: 

(r+9) 


t 2 +9 


27 


1 3 26/.2 

+ . : ■ 4 , - + u 


Vt 2 4 9 Vt £ +9 


27 


>1 + 


2ẻía 
27 


Ịt 2 +9) 


29 


Nên t 2 + 


7 


t 2 +9 


2 

-£>0 

3 


Vậy hám số f(t) đỏng biến trên R nên f(x) - f(v) X = y. 

Thay vào phương trình thủ hai ta có: X 3 - X 2 - 2x +1 = 0. 

Phương trinh này co: t(-2)f(0)< 11 t'(0)f(l)<D f(l)f(2)<0 ,Vậy phương 

trình cỏ 3 nghiệm thuộc đoạn (—2:2) nên ta đặt X = 2cost với X € [ 0; Tt Ị . 
Thay vào ta có: 

1 2 J ^ I 3 2 \ 

Q Í^ÍH- 1, I- li I- 1 ^ 1- 1 - n tw *l mi^ Ị- 1 i3 *■ 4 /1 ^ ễr 4 I 1 f l 









































Khtìm Ịĩhá bi íỊíii/êt chuyên đê PT, bút PT}ặ' PT, bát ĐT- Ngitỵềit TruiiỊỊ Kiên 


■ .. . / _ 1 . K , ôn 

cs> sin4t = síní-3t 1 : t - 3 ; t = —t = — 7 - 

v ' 7 7 7 

Vậy hệ cổ 3 nghiệm là: 


í 7T 7Ĩ ^ 

(\ 3rc 

3tc \ 

f 5k 5jĩ ' 

2cos —;2cos— ; 

; 2cos —; 

2co5—— ; 

2cos —; ZCQ5 — 

l 7 7) 

{ 7 

7} 

L 7 7 ) 



Điều kiện: x> 0. 

Ta thây X — 0 không là nghiệm cua hệ. Chia hai vế của (2) cho X" ta được: 
2y + 2y^4r+ĩ = ^ + ^^+ĩ- 


<=> 2v = — thay vào 

X 


Xét hàm số f (t) = t + t#7ĩ ta cỏ f '(tj = 1 + \Ịt~ + ĩ + J = > 0 „ Như vậy 

f W" f (*) 

(1) ta cỏ: X 3 -y- + 1Ị +■ 2ịx 2 + lỊ\/x = 6 <=> X 3 + x + 2|x 2 +lj Vx =6 
Xét hàm số f(x) = X 3 + X 4- 2ịx 2 4 I j>Jx - 6 vói x> 0 ta có 

f'(x) = 3x 2 +1 +4xVx 4- 


hàm này don điệu tăng, Vậy tủ đó suy ra 
{ 1 


(■•*') 


í 


> 0 , 


Mặt khác Í{1) = 0 nên x -1 là nghiệm duy' nhất của phuung trình: 


Vậy hệ cỏ nghiệm (x;y) = Ịl;Ìj. 

b) Điì&u kiện: y > 0, x + y > 0. Nhận thấy y = 0 
y > 0 



thì hệ vô nghiệm. Ta xét khi 



; 305 ^ 
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Tù phương trình (1) ta sứ dụng phương pháp liên họp: 

FT(l)ox 2 + xy-2y 2 =^2ỵ -ựx + y o(x-y)(x + 2y)= _^ x ~zi = 

ự2y + ựx + y 

-I 

Rô ràng X + 2y - X + y + y > 0; . . <0 , từ đó suy ra X = y, 

^y+ựx + y 

Thay vào (2) ta được: X 3 - 5x 2 + 14x - 4 = 6\íx 2 -X +1 . 

Biến đùi phương trinh đã chơ tương đương: 

x 3 +3x 2 + 6x + 4 = 8x 2 -8x + 8 + 3\fex 2 -8x + 8 
o(x + 1)' 1 + 3(x + 1Ị - 8x" -8x + 8 + 3^8x 2 -8x + 8 . 

Xét hàm f (t) - t 3 + 3t ta có f’(t) = 3t 2 + 3 > ữ. Từ đó ta có: 

f (x +l) = f ( Í8x 2 -8x + 8 j o X + 1 = ^8x 2 -8x + 8 o X = l;y = 1. 

Vậy hệ có nghiệm (x;y) = (l;l). 

KHI TRONG HỆ có CHỨA PHƯƠNG TRlNH bậc 2 

THEO ẨN X, HOẶC y 

Khi trang hệ phương trinh có chứa phương trình bậc hai theo ẩn x hoặc y 
ta có thê nghỉ đến các hướng xù ĩý nhu sau: 

* Nếu 4 chẵn, ta giai X theo y rồi thế vào phương trình còn lại cua hệ đê 
giái tiẽp 

* Nếu A không chẵn ta thường xu lý theo cách: 

+ Công hoặc trù các phương trình của hệ đê tạo được phương trình bậc hai có 
A chẵn hoặc tạo thành các hằng đăng thức 
+ Dùng điều kiện A>0 đế tìm miền giá trị của biến x,y . Sau đó dùng hàm 
số đế đánh giá phương trình còn lại trên miên giá trị X, y vừa tìm được: 

Ta xét các ví dụ sau: 

Ví dụ I: Giái các hệ phương trình sau 














Khtịnt yỉni hi íỊíiỉ/êt chuìịêrt ffê PT, bốt PTbệ PT, hti t ĐT- \$Hụền TruiiỊỊ Kiền 



Xét phương trình (1) của hệ ta có: 

xy 4- X 4- y = X 2 - 2y 2 <=> X 2 - x(y +1) - 2y 2 - y = 0. Ta coi đây ỉà phương 
trình bậc 2 cua X thì ta có: A - (y +l) 2 + 8v 2 + 4y = (3y +1) 2 . Từ đó suy ra 


_ y+ l-(3y+ 1) 

X — --—í-— —V 

2 7 

y +1 + (3y + ĩ) 

x = - —~-- = 2y + l 

L 2 

Trường hợp 1: X = -y ■ Từ phương trinh (2) cùa hộ ta có diêu kiện: 
suy ra phương trình vô nghiệm 

Trường hợp 2; X = 2y + 1 thay vào phương trình thứ hai ta có: 

(2y + I)ự2y-y x /2ỵ =2y +2oy > /2y + ^2ỹ = 2{y + l) 

^{y + 1)(ự2y-2) = 0^>y^2 =>'X = 5 


Vậy hệ cớ một cặp nghiệm: (x;y) — (5; 2) 
b) Xét phương trinh (1) cũa hệ ta có: 

2x‘ + y 2 - 3xy 4- 3x - 2v 4-1 = 0 o 2x 2 + x{3 - 3y) 4- y~ - 2y 4-1 = 0. 
Coi đây lã phương trình bậc 2 cua X ta có: 

A = {3-3y) 2 -8|y 2 -2y+ ]Ị = y 2 -2y + i ={y-l) 2 


Suy ra 


x _ 3y-3~(y-ĩ) y-1 
4 2 

3ỵ - 3 + (y -1) 

X = —-—^ = y -1 


Trường hợp 1: V = X + ] thay vào phương trinh (2) ta thư được: 

3x 2 - X + 3 = VÌxTĨ + 75x + 4 
o 3x" - 3x + (x + 1-V3x 4-1) 4-(x + 2 - 75x + 4) = 0 
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<=>(x 2 -x) 3 +- ^. + —— ^ —- -0 

x + l + y3x + l x + 2 + V5x + 4 


^ 1 I 1*^2 

Dox>”“nên3+- , +- Tị = >0 =>x -x = 0o 

3 x + l + y3x + l x + 2 + >/5x + 4 

Trường hợp 2: y = 2x +1 thay vào phương trình (2) ta thu được; 

3 - 3x = %i4x +1 + >/5x 4- 4 <=> V4x + 1 + *JSx+4 + 3x - 3 =0 

Xét hàm sổ f(x) - V4x +1 + VHxT4 + 3x - 3 trên 


X = D 
X = 1 


1 

;+oc 

4 


ta có 


f(x) = -=^= + — = + 3>0, Mặt khác f(0)=0=>x=0 là nghiệm duy 

V4X + 1 2V5X + 4 

nhất. 

Kết luận: Hộ phương trình có 2 cặp nghiệm: (x;y) = (0;1),(1;2) 



Đfẽu kiện; y > “; X > -3; 3y > X . 

3 

Phương trình (1) tương đương (x + 3) 2 = 4(y + l){3v - x) 

<=> X 2 + 6x + 9 = 12y 2 + 12y -4xy-4x <=> X 2 + 2x(5 + 2v) - 12y 2 -12y + 9 = 0 
Coi đây là phương trình bậc 2 cùa X ta cỏ: 

A' = (2y + 5) 2 + 12y 2 +12y - 9 = (4y + 4 ) 2 
X = — 5 - 2y — (4y + 4) = — 6y—9 

suy ra 

X = -5 - 2y + (4y + 4) = 2y -1 
Trường hợp 1: X = -6y—9 ■ 

Do X > -3 => -6y - 9 > -3 y < -1 suy ra phương trình vô nghiệm. 

Trướng hợp 2: X = 2y -1 thay vào phương trình 2 của hệ ta có: 
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ự3y-2 -ựy + 2=2y * 2 * 4 -3y -2o - 7==- = = (2y +1 )(y-2) 

Ự3y -2 4- ựy + 2 


Ta có: 


1 " 1=T - /r ;2 y + ĩ - 

^ 37-2 4^+2 >/2 


7 

3 


b) Điều kiện: 


Nghĩa là VP > VT, suy ra y = 2 X - 1. 

Vậy hệ có nghìệm (x; y) = (1; 2). 

X4l *0 

y + 1 > 0 

2y 2 -7y + 10-x(y + 3)>0 

Tù phương trinh dễ thấy đê’ phương trình có nghiệm thi: x + lằ0t>x>-ỉ. 
Ta viết phương trinh thứ nhất dưới dạng: 

^2y 2 -7y + lQ-x(y + 3) = X 41 - y[ỹ + 1. 

Dè binh phương được ta càn điêu kiện: x+]> ^y 4 1 o X 2 4 X > y. 

Ta bình phương hai vế được 

2v 2 -8y + 8-x(y + 3) = x 2 +2x-2{x + l)ựỹ+ĩ (1), 

Ta đưa phương trình (2) v'ê dạng: (x +1Ị ^Ịy + 1 = X 2 + X + 2xy + 2y — 3 (2). 
Thế (2) vào (1) ta được? 

2y 2 -8y + 8-x(y 43) = x~ 42x-2{x 2 4X4 2xy42y-3j 
<w 2y 2 -4y 4243xy 4 X' - 3x = 0 

<£> X" + 3x( y-1) +2( y - 1 f =0 o (x4 y - l){x + 2y-2) = 0 » ^ 

X 4 2 V 2 — ữ 

Với X 4 y “T = 0 <=> y = 1 - X, ta cỏ thêm X < 2 thay vào phương trình (2) ta 

có: (x + lỊi/ỉ-x = —14X — x“ ox^-x + ỉ + ịx + J )'./2 — X = 0 . 

Vi -1<X<2, ta dê thấy: VT >0, nên suy ra phương trinh VÔ nghiệm. 

2 — X 

VỚI X42y-2 = 0oy= ■ , thay vào phương trinh (2) ta dược 




4 — X 3 

4 ——— = 2 , Đặt u = x 41 khi dó ta thu dược phương trình: 

X 4 1 
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5-u „ 3 

= 2-— <=> 


U ' 1 +3ti 2 -24u + 18 - 0 


u 


u > 


ou=3px = 24y = 0, 


Hệ có một cặp nghiệm duy nhất: X = 2;y = ô 


Ví dụ 3: Giài các hệ phương trình sau 


a) 


ì /4x-y- > /3y-4x=l 

2^3v - 4x + y(5x - y) - x(4x + v) - i 


b) 


l y 2>/x 

>Ẽ X y_ 

y Ị 'ỊxF +1 -1J = n/tc + ' 


Giải 


a) Điều kiện ^ < X < “, 


Ta viết phương trình (1) thành: ỵỊĩx - y - 1 + yj3y - 4x , Bình phương 2 vế ta 
thu được: 2^3v - 4x = 8x - 4y -1. Thay vào phương trình (2) của hệ ta có: 
4x 2 4x(v +2) + y 2 4 4y =0 . Ta coi đày lã phương trình bậc 2 của X thì 


A' = 4{y+ 2)‘ -4{y 2 +y)- 16 suy ra 


2(y + 2)-4 = y 
4 2 


X = 


2(y 4 2) + 4 = y + 4 


4 2 

Trường hợp l:y = 2x thay vào phương trình (1) ta cỏ: yỊĩx - —12 vô nghiệm 
Trướng hợp 2: y = 2x - 4 thay vào phương trình (1) ta thu được: 

273 257 


- r ——— 

2v2x - 12 = 15 Cõ X = —r~,y = — 7 — 

8 4 


Vậy hệ phương trình có 1 cặp nghiệm: Ị x; y) = |' ; ~~~~ J 

b) Điều kiện xác định: x>0,v íO. 

Phương trình thú nhất cưa hệ tương đương với: 


1 y _ 2-Jx 

7Ĩ * y 


+ 2ó yjx+y 2 =2xVx 4 2xy <=>y 2 + yịVx-2xỊ-2xVx = 0 


Xem đây là phương trinh bậc hai theo biến y ta có: 

A x = ịyỊx -2x \ + 8xi/x =X4 4 Xa/x +4x 2 = ịyỊx + 2xj" >0 




trmhaiày^ hậjj n 



là: 




« ÌHỈỈrtữỉMĩKt 
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|2x - Vx Ị-Ị>/x + 2 xỊi |2x-■s/xỊ-ỊVx + 2xj 

Yi - 2 - = -Vx;y 2 =- 2 


2x 


Xét hai trường hợp: 

Nếu y = -Vx thay vào phương trình thứ hai cùa hệ ta được: 

- ì/3x 2 + 3 


-Vx 


+ 1-1 


Dỗ thấy: Vx Ị Vx 2 +1 JI <0 < Vsx 2 + 3 nên phương trình này vô nghiệm. 
Nêu y = 2x, thay vào phương trình thứ hai cùa hệ ta được; 

2x^x 2 +1 - lj->/3x 2 +3 = 0 


Xét hàm 50 í(x) = 2x Ị ^x 2 + i - 1 Ị — ^3x“ + 3 với X > 0. 


Ta có 
f 


nx>-2Í^-il + * * - 2 (,fiM-i] + -£--- J ặL 

1 1 JJ7ì JìJ7ĩ t > s[77i 

2(x 2 +1) - 2i/x 2 — 1 + 2x 2 - Vỉx 11 " 1 ) + 3x2 '■ '^ 3x ' 1 _ 

l77i 477i 

Nèn hàm sứ f{x) là hàm đóng biến trên (0; + x). 

Mạt khác í Ị 751 = 0 => X = SỈ3 lá nghiệm duy nhất 

Vậy hệ dà cho cô duy nhất một nghiệm là (x; y) = Ị \Ỉ3: 2>/3 j 
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Ta thấy ù mỏi hệ phương trình liêu cỏ chúa phu ong Irình bậc 2 nhưng & 
không có dạng (Ax + B) 2 nên ta không thê tìm X theo y . Từ đó ta nghi đến 
hướng tìm miòn giá trí X, y đế làm cơ sò đinh giã phương trình còn lại. 

2 2 1 

a) Xét phương trình thủ 2 của hệ: X x+y +y-^ = 0. Phương trình có 


nghiệm khi A = 1 - 4 


/ 1 ì 

y +y-Ị; 


= "4y 2 - 4ỵ + 3 1 0 -o- - í y < ^ 


^ _ TP*Í r 2 7 1 . 4 

Ta viết lại phương trình thành: y +y + x —x+-^ = 0. Phương trinh CÓ 


nghìộm khi A = 1 4 


lì 


X -XH-— 


, 1 3 

= -4x^ + 4x + 3>0<=>-“<x<“ 


Phương trình (1) của hệ có thể viết lại thành: 

2x 2 (4x +1) + 2y 2 (2ỵ + 1) - y - 32 = 0 , 

Xét hàm số f(x) = 2x 2 (4x + l),g(y) = 2y z (2y 4-1) - y - 32 


+ Ta có: f'(x) = 24x 2 + 4x,f(x) =0 o 


Ta có f 


+ g'(y) = 12y 2 + 4y -1, g h (y) = 0 o 


X = -- 


6 . 


X = 0 


f _l> 

1 , 

( 3 ' 

63 , 

(_ì y 


= -^;f(0) = 0;f 


= ^;f 


< 2 ; 

2 

\ 2 ; 

ì 2 

V 6 ; 


1 1 ,.63 

^ suy ra -|<f(x)<y 


ỵ = “2 
1 

y 6 



79 

lì 

1 63 

'l' 

-1733 

f l y 

C 2 J 

2 /g 

“ĩj 

II 

»1 

rò 

V 6 ; 

54 ' s 

u, 


Ta cỏ: g 


79 . . 63 

suy ra -y <g(y)<-y 


63 

2 


Như vậy ta có; f(x) + g{y) <0 . Dấu băng xáy ra khi và chỉ khi 


3... 1 

x = “-;y = ~ 

2 ■ 2 

3 1 

2 1 2 


Thư lại ta thấy chi có cặp nghiệm 




thỏa man. 
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1 1 

b) Xct phương trinh thứ 2 cùa hệ: X — x + y +yP—= 0. Phương trình có 


( 2 l' 
nghiệm khi A = 1 -4 y +y—— 

V 2 ; 


, 3 1 

— —4v* -4y + 3 > 0 o < y < Ỷ 


Ta viết lại phương trinh thánh: y ,+ y + X -x+“ = 0. Phương trình cỏ 


nghiệm klii Á -1 - 4 


2 _ 1 
X -X+-- 


2j 


9 1 3 

= —ix~ + 4x + 3> 0 <=>< X < — 


Ta viểtlại phương trình (1) thành: (x - 1) 3 - 12( X - 1) = (y + l) 3 - 12(y +1) 


Xét hàm sổ f(t)-t 3 -12t trên 


3 3 
2 ; 2 


ta có f'(t) = 3t 2 ^ia = 3(t 2 ~4)<0 


suy ra hàm sổ f(t) nghịch biến trên 


3 3 
2'2 


. Suy ra f(x -1) = f(y +1) 


<“>x—i=y + lcs>y = x- 2 thay vào phương trình 2 ta thu được: 


4 x - 8 x + 3 = 0 


1 

X = ~ 

2 

3 

x “ 2 


Tủ đó ta cỏ các nghiệm cùa hệ lá: (x;y) = 


1 3 ì 

H 


■ỉ) 


Ví dụ 5: Giá í các hệ phương trình sau 

Vx+Ĩ + iỊx-ĩ - Jy 4 + 2 = y _„ 

a) ị Ỵ (A.2013) 

I x~ + 2x(y “ 1]Ị + y" — 6y +1 = 0 


b) 


3(x 3 - y 3 ) + 20x 2 + 2xv + 5y 2 + 39x = 100 


X 2 + y 2 + xỵ - 3x -4y + 4 = 0 


Gỉải 


ã) Điều kiện: X > 1. Xét phương trình (2) của hệ ta có: 

X 2 + 2x(y - 1) + y 2 - 6y + ] = 0 1 A = (y l} 2 - y 2 + 6y - 1 = 4y > 0 <=> y > 0 
Ta viết lại: 

y 2 + 2y(x -3) + X 2 -2x +1 = 0,A’ = X 2 -6x + 9-X 2 + 2x-l = 8 - 4x>0 <=> X < 2 
Phương trình (1) dược viết lại như sau: 'Ịx + 1 + ịỊx - 1 - y 4 + 2 + ịịỹ^ 
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Xét hàm số É(t) = t + Vt 4 +2 tiên [ữ;+ocỊ ta cỏ f*(t) = ĩ + ■ >0 

yt 4 + 2 


nẽn 


y(y 7 +2y 4 + y-4)-0 


<=> 


hàm số f(t) đong biến. Lại có f(x-l) = f(y 4 )ox = y 4 + l, Thay vào 
phương trinh thú hai của hệ ta thu được: 

y= 0 

y 7 +2ỈV 4 +y-4 = 0 

Xét g(y) = y 7 + 2y 4 + y - 4 ta có g r (y) = 7y 6 + 8y 3 + 1 > 0 vói mọi y > 0 nên 
hàm số gíy) đong biến, mà g(l) = 0 ^ y = 1 là nglệm duy nhất. 

Từ đỏ tìm được 2 cặp nghiệm cùa hệ là: (x;y) - (ỉ;0),(2; 1J. 
b) Ta viết lại phương trinh thú 2 cua hệ thành: 

7 


X 2 + x(y - 3) + y 2 - 4y + 4 = 0 

2 1 
y +y(x -4) + X - 3x + 4 = 0 


Thế xy = -X 3 — y 2 + 3x + 4y-4 từ phương trinh (2) vào phương trinh (1) tĩi 
thư được: 3x 3 + 18x 2 + 45x - 3y ' + 3y 2 + 8y -108 - 0 

4 


A x >0 

A y >0 




ỉ <y< 

0 < X < 


+ Xét hàm số f(x) = 3x 3 +18x 2 + 45x trên 


0 ;- 


ta có f(x) = 9x +6x +45 >0 


nên hàm số f(x) dồng bicn. Suy ra f(x) < ( 


4 ì 892 


+ Xét hàm số g(y) = -3y 3 + 3y 2 + 8y -108 trên 0;-^j ta có g’(y)=-9y 2 +6y+ 8, 


4 _ f 4 892 

8 (y) = 0 y = ~, tù đó dê dàng suy ra g(y) < g ịị = -~ 

4 .-, 4 

+ Sưy ra f(x) + g(y) < 11. Dãư báng xay ra khi và chi khi X = y = -7 

3 


Thủ lại ta tháv cặp nghiệm (x;y} = 


4 4 1 

thỏa man hệ. 
3 3 


PHƯƠNG PHÁP ĐÁNH GIÁ 








Ì?ỈỈỈSỠỈ«5^ 
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Khtịnt yỉni hi íỊíiỉ/êt chtiìfêit ifê PT, bất PT, í í Ị' PT, bát ĐT - \$H yễn TruiiỊỊ Kièií 


Dẻ gíái được hệ phương trình bằng phương pháp đánh giá la cần nẳm chắc 
các bất đăng thức cơ bán như: Cauchy, BunhicOpxki, các phép biến đôi 
trung gian giũa các bất đàng thức, qua đó đê đành giá tìm ra quan hệ x,y 


Ngoài ra ta cũng có thế dùng hàm số đế tìm GTLN/GTNN tù đó có hướng 
đanh giả, so sánh phù họp. 


Ví dụ i: Giải các hệ phương trinh sau 



112 

r-T 

a) ■ 

IVl + 2x 2 4 1 + 2y 2 4 U2 *y b) < 

x(x 2 -y 2 ) + x 2 =2^(x-y 2 ) 


^x(l-2x) + ựy{1-2y) = | 

76x 2 -20y 2 + 2 = ^4x(% + l) 


ỵ—> »21 

Gỉáĩ 


a) Diêu kiện: 0 < X, y < ^ , 


Đặt a = ^2x,b = \f2y;ã t be 


•i 


1 1 / ( 1 1 'i 

Tacò: VT= J + ■ < 2 — L 5 -+ 7 -t T ■ 

V 1 + a 2 yĩ+b 2 V Vlta 2 1+b ) 

Ta sử dụng bô dc với a, b > 0 và ab< 1 ta có bất dẳng thức: 

1 I 2 {a -b) 2 (ab- 1 ) 

—< —V <=> JỊ£ _ZI L <0 (đúng). 

1+a 2 1 + b 2 1 + ab (l + ab)ịl + ã 2 ỊỊl + b 2 Ị 


Vậv VT < . 2 = VP. 

vĩ+ãb 

Đăng thúc xáy ra khi X = y . Thay vào(2) ta tim được nghiệm của phương 
trình. 


Nghiệm của hệ (x; y} = 


9 -^ 73 , 9-^73 1 ' 9 + ^73 9 + >/73 

36 ; 36 36 ; 36 


b) Diều kiện: X > y 2 > 0. 

Phương trình (1) tương đương: X'' + X Ịx — y 2 Ị — 2^Ịx — y 2 Ị = 0 . 
Đặt >/x - y 2 = u phương trình (1) thành: 
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ị íspíss; ĩ 
ề SgkíKX*! 
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32x 2 + 4x + 2 


Thay vào (2) ta được: 96x 2 - 20x + 2 = \/32x 2 +4x . 

Ta có 9óx 2 -20x + 2 = fex 2 +4x =^l.I.|32x 2 +4xj< 

<=>3|96x 2 -2ŨX4- 2Ị<32x” + 4x + 2<=>Ịlóx -2Ỵ <ũ»x = i^y = ±^- 


Từ đỏ ta cồ các nghiệm của hệ là: Vậy hệ có nghiệm Ịx;y I = 


íl ;± fl 
8 8 


Vi dụ 2: Giài các hệ phương trình sau 

Iị 2x + 'ỊÃĩc +1 |Ị yjy 2 + 1 - yj = 1 

1 V 1 _ 3 

L 1+3 x+ l + ịỳ 1 + 5 X_ 1+4 X 

3x + ỈO^xy - y = 12 

b) Ị 6(x 5 + y 3 ) I —77 • 

X + -A__I Í2 x 2 +y 2 <3 
X 2 + xy + y 2 ^ 


với X, y > 0 


Giải 

a) Ta thấy yỊy 2 +1 - y > |y| -y > 0 và Ị yịỹ 2 +1 — y |Ị yịy 2 41 4 y j = 1 nên 

phương trình (1) của hệ có the viết lại nhu sau: 2x + ỵềx 2 + ỉ = y + \jy 2 + 1 

f~2 T 

xét hàm số f(t) = t-fr >/t 2 + l,f'(t) = l + = = V + * + *>0 nên hâm số 

f(t) đồng biến. 

Mặt khác ta có f(y) = f<2x) <=> y = 2x , Thay vào phương trình {2) cua hộ ta có: 

111 3 11 2 

+ —— + ——- = ——■ <=> —— + —— = —— () 


^ + 3 K 1+ 4 X 1 + 5 X 1+4 X 1 + 3 X 1 + 5 X 1 + 4 X 

Do x,y > 0 —> 3 X ,5 X > 1, 

, 1 1 2 ^ 

Ta cỏ bỏ đề sau: —— -1- ——-— > vói mọi a,b > 1 . Thật vậy bát đăng 

a ; tl b^I l«b } 8 

(a-b)”(ab-l) 

thức cần chúng minh tương dương với: --- — - ■ > 0. Nhung 


(l + ab)Ịl + a 2 ||l + b 2 Ị 




« ìỉíỉỉrtữỉMỵ* 
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KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìịên đê PT, hất PT, í í Ị' PT, bát ĐT - Nguyễn TruiiỊỊ Kièií 


điêu này lã hiến nhiên đủng với a, b > 1 , Dấu bằng xảy ra khi và chi khi 
a - b = 1 

1 1 2 

Ap dụng vào phương trình (*} ta có: ——— + ——- >- -- . Mặt khác ta 

1+3* 1+9* 1 + 715* 

luôn cỏ -\/l5 x < i/l6 x =4 X ^—^—4-—^—>- ^ . Dấu bằng 

Ị+^ĩ 1 + 5* 14^1 + 4* 

xảy ra khĩ và chi khi X = 0 ^ y = 0 
Tóm lại: Hộ có một cặp nghiệm duy nhất (x; y) = (0;0) 
b) Theo bất đang thức AM-GM ta có : 

^ 12 = 3x 4 lO^xỹ - yí3x + 5x + 5y-y=8x + 4y=>2x + y>3 


x+ 


Ta sè chửng minh: 

(i(x 3 + y 3 Ị Ị—— -— ó(x 3 + y 3 Ị Ị 7 —r 

, 1 . 2 ~J 2 * 2 + y 2 a2x+ y ° _2 _ĩ a \/ 2 h 2+ y 2 +* + y( ầ )- 

( 4 xy 4 y ' X 4 xy 4 y ' 

Ta cỏ: X 4 y < ^2{x 2 4-y“) Đế chúng minh (ả ) ta sè chứng minh bất dằng 

6Íx 3 + y 3 Ị _ - 

thức mạnh hơn là: —-- —J > 2+j2(x 2 + y 2 ) (I) 

X 1 + xy + Ỵ 2 

2 . .2 
X + V 

Mặt khác ta cũng có:xy<———— nên (1) sẽ được chứng minh nếu ta chĩ 
ra được: 

6(x3 +y ? 3) 6 1 2 x/^ 7) ~ 3** +y 3 ) a (x z + y 2 )^ỹ) 

x 2 +y 2 + ẺụL 


o x é + y 6 + 4x 3 y 3 - 3x 2 y 2 (x 2 4 y 2 ) > 0 (2) 


Vì V > 0 chĩa hai vế cho y đặt t - -- > 0 bát đảng thức (2) trò thành, 

y 


t ft -3t 4 + 4t 3 -3t 2 +1 >0 

Nhưng bất đẳng thức này hiên nhiên đúng do: 
t 6 - 3t 4 + 4t 3 - 3t 2 +1 = (t-l) 2 (t 4 + 2t 3 4 2t 4 1) 
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Kểt hợp tất cá các vấn đề vừa chi ra la thấy chi có bộ số A\ y thóa man điêu 
X, y >0 

kiện ^2x + y = 3<=>x = y = l là nghiệm cùa hệ 

_ {^2Z _ 

Ví dụ 3: Giải các hệ phương trinh sau 

= 3 + 40x 

với x,y > 0 



9 « 

í í ) 

a) < 

9 f 

2x + yj 


X 2 4- 5xỵ + 6y - 4y 2 + 9x + 9 


b) 


jx 2 + y 2 íx 2 +xy + y 2 
\ ~~2~ + V 3 =x + y 

XyỊỸxỹ + 5x + 3 =4xỵ — 5x — 3 


Giải 


a) Phương trinh (1) tương đương: J82 
Ta cớ: 


2 , 1 
X +• 


2x + yJ 


6 + 8ŨX 


\í x 2 + I ' 

> 

«Y 4 . y 

•>Qvj- ' 

'1 2x + yJ 


v 2x+ y 

yj*( 2 


>9x + 


2x + y + 9 


6 + 80x 


6 7 

<=> 3x - 2x - xy + 6ỵ > ũ (*) 


9 2x + y+9 
Lấy (*) cộng vói PT(2) ta được: 

-X 2 + 4xy -4y 2 + 12y-6x-9 > 0 <=> -(x-2y + 3) : > 0 <=> X + 3 = 2y 
Dế dấu bằng xây ra thi X = y = 3 . 

Vậy hệ có ngh íệm (x; y) = (3; 3), 

b) Ta có 

x 2 + y 2 (x + y) 2 (x-y) 2 (x + yf | * 2 + y 2 Ịx + yỊ 

2 4 4 4 V 2 2 

x 2 + xy + y 2 (x + y)~ {x-y) 2 (x + y> 


12 


'V 


2 

X + xy + ỵ 


y| 


3 


Tù đó suy ra J^ỵỉ + >|x + y |>x + y 
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Khiỉỉn phá bi ijiiIfêt cỉtttĩ/ẻrt đê PT, bút PT Ịặ' PT, hti f DT - Ngu !/<=n Trung Kiên 


Dâu bàng xăy ra khi và chỉ khi X = y > 0 

Thay X = y vào phương trình còn lại ta có: x\jlx 2 + 5x + 3 - 4x 2 - 5x- 3 
Để ý rằng X = 0 không phái là nghiệm. Ta xét x>0, chia phương trinh cho 


5 3 

X* thì thu được: J2 + — + -^-=4- 

X X 2 


ậm. Ta xét X > 0, chi 

B)-°H 


5 . 3 n , 

= 2 + — + — >0 tã cỏ 


phương trình: 


5 3 


3 5 


V- + t-6 = 0cx>t = 2 c=>2 + - + -^- = 4<í>-^-+--2 = 0cí>x = 3 

X X 2 X 2 X 

Vậy hệ phương trình cỏ nghiệm duy nhất (x;y) = (3;3) 


Ví dụ 4 : Già ì các hệ phương trình sau 


a) l 

\ 4 x +4 32-x-y 2 +3 = 0 
[ n/x +V32-X +6y-24 = 0 


b) ị 

1 |xy + Cx-y)(^ỹ- 2 ) + Vx=y + > /ỹ 

0 ) 

(x + 1 ) 

k 

~y + \Ịxỹ + x(l-x)j = 4 

(2) 


Giải 


a) Điêu kiện: 


Ị 0 < X < 32 
|y<4 


Cộng hai phương trinh vế theo vé ta có: 

Vx + ^32 - X + sỊx + s^32 ” X = y 2 -6y + 21 {*) 

Ta cỏ: y“ - ỏỵ + 21 = (y — 3+12 > 12. 

Mặt khác theo bất dang thúc Bunhiacopxki ta có: 

Vx +V32 -X < Ặĩ + l)(x + 32-x) = 8 

+ to-x <^(l + l)(Vx+V32-x = ) = 4 


Vậy V* + ì/32 - X + ifx + ^32 -X <12. Từ đó suy ra hệ cỏ nghiệm khi và chỉ 


khi x,y phải thỏa mãn: 


— A 1 II LIƯ i 

Vx = s/32 - X 

iíx = te-x <=>I x = 16 
' ly = 3 

y-3=0 ự 
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Vậy hệ phương trình cỗ 1 nghiệm duy nhất (x;y) - (16;3) 

Ngoải cách dùng bất đãng thức ta cũng có thể dửng hàm so đôi vófi 
f(x) = \fx + >/32 -X + iỊx + \/32 -X trẽn [O; 32] 


Thật vậy ta có: 

r(x) , ĩ 1 , 1_J_ >/32-x-Vx tl(32-xỷ -ìíĩ' 

2\/x 2%/32-x 4^ 4^(32 -x) 3 2^/x{32-x) 4^x 3 {32-x} 3 

Nhận xét: >/32 —X — \/x luôn cùng dấu với >/32 — X — \/x 
Suy ra f'(x)=0o X -16 

Đẽ ý rằng: f(0) = f{32) - >/32 + ^32;f(16) = 12 => >/32 + 3/32 < f(x) < 12 


b) Diêu kiện: ‘ 


x,y >0 

xy + <*-y)(>/xỹ- 2 ) 


>0 


Chuyên vê và binh phương ớ phương trình ihíi nhất cua hệ ta thu được: 

XV + (X- y)ịfiỹ -2) = (y + ựy - V*) 2 

<í>(x-y)(y + > /xỹ-2) + (^-Ựỹ){2y + N /ỹ->/x) = 0 (3) 

Từ phương trình (1) cứa hệ ta có 2y 4- yỊỹ — -í/x = y + ^xy + (x — yX^xỹ - 2) > 0. 
Tủ phương trình (2) ta có: 

(x + l)(y+ >/xy) = x 3 -X + 4 = (x+ 2)(x-l) 2 +2(x + l) >2(x + l)=>y + ựxỵ >2 
Két hợp với (3) ta suy ra X = y 
Thay vào phương trình (2) ta có: 

(x + T)Í2x + x(l - x)J = 4 <=> X 3 -2x 2 -3x 4- 4 = 0 <=> X = 1 
Kõt luận: Hệ có nghiệm duy nhất X = y = 1 

Nhận xét: Việc nhìn ra được quan hệ X = y là chia khóa để giãi quyết bài 

toán. Đây là kỹ năng đặc biệL quan trọng khi giải hệ băng phương pháp 
đánh giá cũng như chứng minh bất đăng thức, 

Ví dụ 5: Giải các hệ phương trình sau 

Ịe* +Ịx^ — y ỊlnỊx + y + 2014 Ị = e^- (1) 

9*+4*-3*-2* =34y-2óx (2) 






















Khtịnt yỉni hi tỊiiỉfêì chuìịêrt ffê PT, bốt PTbệ PT, hti t ĐT- \$H ụền TruiiỊỊ Kiền 



a) Từ phương trình (1) suy ra y > 0 . 

Ta viết lại phương trình (2) thành: 2 X (2 X — 1) + 3 X (3 X — 1) = 34y -26x 
2 * < 1 


+ Nếu X < Q 


3 X <1 


suy ra 2 X (2 X -1) + 3 X {3 X -1)<0 nhưng 34y-26x>0 


Vậy hệ vó nghiệm. Như vậy hệ cồ nghiệm khi x,y > 0 


Do ỉ 




2 ) 


= V3-|>0=>f(t)fcỌVt«[0;l] 

Áp dụng o ta suy ra 3* + 3>‘ + 3 Z > 2Íx* f V 2 + z 2 Ị +1 = 5 
Dấu bằng xảy ra khi Ta viết lại phương trình (1) cua hệ thành: 
e x -e"ỉỹ +ịx 2 -y)jn(x + y + 20l4) = 0 (*) 


Vì hàm số f(x) = e x đồng biến trên R nen e x -e^ cùng dấu vói x-^ỹ 

Mặt khác ln(X + y + 2014 ) >0 nên từ (*) ta suy ra X - lỊỹ <z> X = y 2 thay vào 
phương trình (2) ta cớ: 

9* +4* = 3 X + 2* + 34x 2 - 26x 9* + 4* -3 X - 2 X - 34x 2 + 26x = 0 
Xét hàm sổ f(x) = 9 X + 4 X —3 X - 2* - 34x 2 + 26x trên [0 ;-kw) ta có 


f'(x) = 9 X + 4 X - 3* - 2 X - Ó8x + 26; 
f(x) = 9 x +4 x -3 x -2 x -68; 
r(x) = 9 x +4 x -3 x -2 x >0 


Lập bang biến thiẻn cua hàm so ta suy ra t(x) - 0 có tổĩ đa 3 nghiệm 
Mặt khác ta thày f(C) = f(l) ■ f(2) = 0 suy ra phương trinh có đúng 3 nghiệm 
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Vậy hệ phương trình có 3 cặp nghiệm: (x; y) = {0; 0),(1; ]),(2;4) 
b) Tử phương trinh (1) cùa hệ ta suy ra x,y,z e[0; 1 í 

Trước hết ta chứng minh: 3 [ > 2t~ +1 (*) với mọi t e[ơ;l] 

Thật vậy xét hàm số f(t) = 3 t - 2t 2 +1 trên Ị'"o; 1J 

Ta có í\t) = 3 l ln3 - 4t; f*(t) = 3* ln 2 3 - 4; f"(t) = 3* ln 3 3 > 0 
Như vậy hàm sổ f(t) = 0 có tổi đa 3 nghiệm, 

Mặt khác f{0) = f(l) = f(2) = 0 nén f(t) = 0 có tối đa 3 nghiệm là 
t =0; t = 1; t-2 


Đê ý ta thấy hàm số f(t) liên tục trên Ị 0; 1 ] và f(0) = f(l) = 0 nên f(t) khỏng 

r - . x 2 +y 2 + z 2 =l 

đối dấu tròn I 0; 11. và chi khi 

x,y,ze{0;l) 

Hệ phương trình có các nghiệm là: {x; y; 7 ) = (0;0; 1 },(ữ; 1;0),(I;0;0) 

c). Tù phương trình (2) ta suy ra xỵ>ũox,y cung dấu. Từ phương trinh (1) 

ta suy ra x,y > ũ. Áp dụng bất đáng thức Cosi ta cổ: 

/_ 7 „ 2 x 2 +2-y 2 y 1 +2-x 1 . , 1 _, . __ . . . . . 

xJ2-y +v\2-x <----— V -———-= 2. Dâu băng xảy ra khi và 

2 — 

2 2 , , . 

chì khi X + y = 2 * Bài toàn trớ thành: Giải hệ phương trình: 


x 2 + y 2 -2 

(x + y) 5 -12 (x-l)(y-l) + ,/ĩỹ = 9 


Ta có: 


(x + yỷ - 12{X“ l)(y -1) + ựxỹ - 9 = {x+ yỶ + 12(x + y) - 21 - 12xy + y[xỹ 
Đặt t = X + y => t < ^Ịx 2 +y 2 Ị = 2 ta thu được ^Cv 

ịx + YỶ - 2xy = 2 o- X + y = ^2j|t 2 + lỊ, Tủ cỏ: 

{x + y) 3 + 12(x + y)-2ì -ưxy + ựxy < 

.3 _ „„ (*+y) 2 -{^+ý 2 ) (x+y) 3 2 

(x + yr +12(x + y)-21-12- ——ệ -- + v — - - = t -6t 2 +12t-8. 

Khao sát hàm số f{t) trên [0;2~| suy ra f(t) < f(2) = 0, Khỉ => X = y = '1 là 
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Khíiỉỉỉ phả hi íỊiiỉỷêĩ chuìỹẻn đê PT t bút PTy hệ PTy biĩt ĐT- Nguyễn Tĩiỉtig Kiêỉỉ 


GIẢI HỆ BẰNG SỬ DỤNG TÍNH CHẤT 
CỦA SỐ PHỨC 

Muốn giai được các hệ phương trình bằng phương pháp sữ dụng số phức, 
cân nhớ nhưng công thức eo bản cùa sô' phú c, 

+ Dặc biệt là vói mòi số phức z = X + yi thì ta có 

2 2 2 1 z x-iy 

z = X - y + 2xyi và - = — = ——^ 


2 __ 2 _ “ ,2 . 2 
= x +y ;z.z = x +y ; 


z zz x 2 +y 2 


fcoSq) + sintp 1 => 'S - s 

cos 

<p + k2n ì 

L J 


n J_ 


với k = 0;l;2;...;n-1 


r 1 1 
X' - 3xy* =-l 

y 3 — 3x 2 ỵ = —v/3 

Phương pháp chung là nhân một phương trinh của hệ với i sau đó cộng 
hai phương trinh với nhau. Dựa vào các tính chất của số phức đỏ thiết lập 
phương trình ân z 
Giài phương trinh tìm z => x,y 


Ví dụ 1) Giải hệ phương trình với nghiệm là số thực: 


X 3 — 3xy 2 = —1 
y 3 -3x 2 y = -^3 


Giải: 


Đây là hộ đăng cấp bậc ba. Tuy nhiên, nêu giai bằng phương pháp thòng 
thường ta sẽ dì đèn giài phương trình bậc ba: \Ỉ3l' 4 3t 2 3v/3t 1 = 0. 

Phương trình này không có nghiệm đặc biệt 

Xét số phúc z = X + yi Vì z ì — X 3 - 3xy 2 + i Ỉ3x 2 ỵ - y 3 1, nên từ hệ đã cho ta 

có: z 3 = -1 + Sì — 2 cos+ ì sin “ , ta tìm được 3 giá trị của z là: 

^3 3 J 


ỉịĩ 


2)t , ... 2itl 
cos— + isin — 


9 9 

Từ đỏ suy ra hệ đã cho có 3 nghiệm là: 


_ Zĩt , . Z?I , . . 

:os —- +1 sin—- , ta tìm đi 
3 3 ) 

,^íco3 + iằn^l^ 

( 9 9 ) 

lơ có 3 nghiệm là: 


14 Jt . . 14íĩ 
cos —- 4-1 sin — 

9 9 
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X = \/2 cos -£■ X = Ụĩ cos -~ 

9 ; _ 9 ;1 
y = ^ S inệ y^sinf 


X = 3/2 cos 
y = \/2 sin 


14jĩ 

~9~ 

J4ti 


Ví dụ 2) Gỉ ái hệ phương trình trong tập sổ phức: < 

X 4 -6x"y“ + y 4 = >/3 
"4 ì 1 


X L v-y X = “ 

, 4 


Giái 


Xét số phức z = x + yi. Vi z 4 = x 4 -6x 2 y 2 + y 4 + 4iỊ3x 3 y-y 3 x j, nên từ hệ 

đã cho ta suy ra z 4 = x/s + i = 2 cos-j + i sin Ị (*) 

{ 6 6J 


Các sổ phức thỏa mãn (*): 

4 /rf_13ìĩ 13ĩĩì 

[ 24 24 ị { 24 24 / 

Ạĩzị _ 2571 . . 2571 'Ị 4/r 

\f2 cos-r— + isin —— ,v2 
Ị 24 24 ) 


_ 377t , . . 37 tt 

cos—— + i sin 


24 


24 


Vậy các nghiệm cần tìm của hệ ỉà: 


X = iỊĩcos — 

24^ 

Atr 13ít 

X = v2 cos—— 
24 „ 

X = sịĩ cos ——■ j 
24 

4/r - * 

y = #2sin^ 

4 rr . 13 ji 

V = V 2 sin —— 
24 

4 p; ■ 25tt 
y = v2sin ^ 


X = iỊĨ 

y=iíĩ 


_ 37n 
cos — 

24 

37x 
sin—— 
24 



Giải: 


Điều kiện: X 2 + y“ * 0 . Đặt z = X + yi Ta có: — = —^^ 

7 7 z V 2 + V 2 


X + y 


Vì hai SỐ phúc bằng nhau khi và chỉ khi phần thực bằng nhau và phần ảo 
bằng nhau, nẻn hệ đằ cho tương đương vói: 
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I6x-Ily . 

x+ .7, ..ĩ + * 

X +y 

16-1 li 
oz + —— 


llx + 16y 

, y~ „2 . 2 

V * + y 


X — iV X —' i'V 

= 7-iox + ỵi + 16 " y -ĩli " J =7-i 

X + y X + y 


= 7-i o z 2 -(7 - i)z . + 16-lli -0 

>L 

Phương trinh z 2 — (7 — i)z + 16— lli — 0 có 2 nghiệm z = 2 — 3i,z = 5+ 2i nên 
hộ đã cho có các nghiệm: (x;y} = (2;-3),(5;2) 



Giải: 

Tù hộ suy ra X >0,y >0. 

Bài hệ này không cổ ngay dạng nhu trên, tuy nhiên với mục đích chuyến 
mẫu vè dạng bình phương mỏđun cùa số phức, chí cần dặt u = V^X/V = y[ỹ 
với ư,v >0. 


Hệ đã cho có dạng: 


^ ^ 1 11—vi 

Đặt z —u + iv. Ta cỏ: — = —— —r . Hệ đa cho tương đương với.: 

z u 1 + V 2 



( 


u 


1 4* 


u ĩ^„ĩ ) +iv 
u + V ) 


t 3 ì 3 : _ u-iv 3 

1 ^-—-- = —f= - i <=> u + ĩv + 3 - — —ị= — i 

1 1 ” 2 \Í2 u 2 + v 2 4l 


V u~ + V 

o z + — + ““““——- o 2z 2 - Ị 3^2 -2ijz + 6 = 0(*) 

Giai phương trình (*), ta có: A' = -34- Ĩ2\ỉĩị — Ị \ỊĨ. - 6i ] , suy ra các nghiệm 

,x „ /T „ V2+2Ĩ 

la z = V2-2i,z = -——— 


Vì u,V > 0 nên z - 


2 

VĨ + 2Ì 


, ,, fi = VĨ = - v 1 - 

, do đỏ u = - ĩ —, V = 1 X = —■ ,y = 1 
2 2 10 - 


Vậy nghiẹm cần tìm lá (x;y) = 


V 

10 
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Một ví dụ tương tự cứa bài toán trên. 



Từ hệ suy ra X > 0, y > {). 

Dặt u = >/3x / v = ^y(u,:v>Èfy. 


Hẻ đa cho cỏ dạng: 


u 


12 


u 2 + V 2 } 

, , 12 
1 + 2 2 
u +v 


= 2^ 


= 6 


1 u-vĩ . 

Đặt z=u + vi ► Ta có: — — ———r . Hệ đã cho tương đương với: 

z u 2 +v z 


Từ đó hệ đã cho ta có ư 


12 


1-2 2 , 
V u +v ; 


+ iv 1 + 


12 


„2 , „2 

LI + V y 


= lfi + 6 




, u-iv _ /T 

o u -4- iv -12 — ; — —— = 2V3 + 

1 7 1 

u + V 

z 2 -2ỊV5 + 3ỉjz-12 = 00 


= 2^3 +6Ì0Z“ —= 2 V 3 + 6i 
2 


Giải phương trình (*), ta có À' = 6 + 6\Ỉ3i = 3 (^ 3 +i)“ 

Suy ra các nghiệm z = >/3 + 3 + ỊV 3 +3|i,z te \/3 - 3 + Ị3-V3 Ịi 
Vì u, V > 0 nên ta cỏ LI = + 3, V = 1/3 + 3, suy ra nghiệm cứa hệ lã: 

(x;y) = Ị4 + 2>/3;12 + 6V3Ị. 

HỆ HOÁN VỊ VÒNG QUANH 

4 m 


Dạng ỉổng cỊuát cua hệ: j 


f(x t ) = g(x 2 ) 
f(x 2 ) = g(x 3 ) 
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Tính chât 1: Nếu f,g là các hàm cùng đon điệu tăng , hoặc cùng đơn điệu 
giam trên tập xác định và hệ có nghiệm (x 2 ;x 7 ;....;x n ) thi Xị — x-5 =... = x n 

Chúng minh: 

Giả sù f,g là các hầm cùng đơn điệu tăng trẽn TXĐ 

Không mất tính tông quát ta gia Sừ: X, = min]x lí x 2 ,,. v x [1 Ị 

Khi đó ta có: X| <x 2 => f(X| ) < f(x-5) =>g(x<}) <g(x 3 ) => x 2 ố Xy...=> x n < Xj 

Tử đỏ suy ra x t < x 2 < x 3 .... < x n < Xj OXj=x 2 =... = x n 


Tính chât 2: Nếu ỉ g là các hàm khác tí nin đơn điệu và hệ có nghiệm 


(X 1 ;x 2 ;.,..;x n 't thí X| =x 2 = ... = x n nếu n lé và 
n chẵn. 


Xj=x 3 =x s =..,=jf n _ 1 

x 2= x 3= x 6—— x n 


nêu 


* MỌT SO Vỉ DỤ 



8x 3 =60y 2 -I50y +125 

Ví dụ 1. Giãi hộ phương trình 

8y 3 =60z 2 - 150z +125 

8z 3 =60x z -150x+125 


I1 *■ T ■ 

Gí ái 


Ta có 60x 2 - 15ỮX+125u ìsỊ 2x -1 


i = 15Ỉ: 


125 ^ 125 ^ __ 5^2 

+ —— > —— nén z > —-— 


. . 5ĨỈ2 5^2 

Tương tự X > ’ - ,y ầ. —J—. 

4 4 

Xét hàm số f (t) = 601“ — I50t +125 với t > 


5^2 


Vì f’{t)= 12ữt -150 > ovt 


5® 1 

- - ;+ac 
. 4 ) 


5yfĩ 


-;+oo 


nên hàm số f(t) đồng biến trên 


+) Nểu x>y thì 8x ì >8y’ nên f(y)>í(z)/hay y>z do đó f(zj>f|x) nên 
z > X. Vì thế X > V > z > X (vỏ lý). 

+) Tu ong tụ cùng xảy ra trường họp X < y. 
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Vậy X = y và từ đỏ có X = y = z. Phương Irình thứ nhất của hệ thành 
8x 3 -60x" + 150x-125 = 0 hay (2x -5)~ = 0 nén X = ^. 

{5 5 5 

Vậy nghíộm cần tìm cũa hệ là (x;y;z} = I ~;^; “ 

{2 2 2 



3x^ + 3x = 3y 2 +1 

Ví dụ 2. Giát hệ phương trình: < 

3y 3 + 3y = 3z 2 4-1 


3 z^ + 3z - 3x 2 +1 


Giai 

Vì 3y 2 +1 — 3x^x 2 +1Ị nên X >0. Tương tự y,z >0. 

Trên khoảng (0;+ao) các hàm sổ f(t) = 3t 3 + 3t,g(tỊ = 3t" +.1 đều đống biến, 
nếu x>y thì f(x)>f(y) nên g(v)>g(z) suy ra y>z. Khí đỏ lại có 
í(y)>f(z) nên g(z)>g(x) hay x>z, túc là x^y>z>x do đó phài có 
X = y = z. 

Phương trình thứ nhất của hệ thành 3x 3 - 3x~ + 3x -1 = 0 (1) 

Phu ong trình (1) tương đương vỏi 2x' + (X 1) = 0 nên X = —~sr . 

1 + V 2 

( Ị ] 1 N 

Vậy nghiệm cần tìm cua hệ là (x;y;z) = — -J =;—. 

l L 1 + \f 2 1 + <Ị2 1 + v2 J 



2x(y 2 +7) = yỊy 2 +63) 

Ví dụ 3. Giai hệ phương trinh: : 

2 y Ịz 2 + ?Ị = zỊz 2 +63) 


2z|x 2 +7) = xỊx 2 +63) 


Giải 














Khiĩni phá hi íỊíii/êt chuì/ên đê PT, bất PT iiỊ' PT, bti t ĐT - \$Hụền TruiiỊỊ Kiền 


Viết lại hệ liưới dạng: 


2x = 


y(y 2 +63Ị 


y +7 
zfz 2 + 63 Ịị 

y =- 7 

2+7 

xỊx 2 +63) 
x 2 +7 


2z = 


tít 2 +63) 

Xét hàm sô f 11Ị = —— T - - vói t e L . 


r +7 


Ta có 


(t 2 -2l) 2 

3 f'(t) — —-với mọi teũ . 

(* 2 ^ 


Suy ra hàm so đồng biến trên ỉ . Vì thế nếu X > y thì í ( y ) > í ịz Ị nên y > z, 
suy ra f{z)>f(x) do đó z>X, tức là xây>z>x. 

Vậy X — y - z. Khi đó phương trình thú nhất cùa hệ thành X 3 -49x —0 nên 
x = 0 hoặc X = ±7 . 

Nghiệm cùa hệ cán tim là (0;0;0),(7;7;7;),( -7;-7;-7). 



Vx 2 +5 +V y-1 =y 2 

Ví dụ 4. Giải hệ phương trình: 

Vy 2 + 5 + Vz-l =z 2 


Vz 2 +5 Wx-1 = x 2 


Giải 

Điêu kiện x>l,y>l,z>l. 

Khi đó y 2 = + 5 + lỊỹ-ĩ > Vó => y > — . Tuong tụ x,z > — . 

V^ = y 2 -^Iĩ 
\Ịỹ* +5 =z 2 - Vz-Ĩ 
Vz 2 +5 = x 2 ~Vx-l 


Viết hệ đã cho về dạng: 
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Xét hàm SO f (t) = \[r +5 và g(t) = t 2 -Vt-1 với teỊ~;+oo 

Ta có r W"7r7 >a * , W" 2l "ĩÌ7“ :! írr > " vói mọi 


r + 5 


te 


f ;+ 4 


Suy ra các hàm số đêu đồng biến, nên dề dàng suy ra X = y = z. 

Khi đó phu ang trinh thú nhất của hệ thành >/x 2 + 5 = X 2 — >/x -1 hay 

\/x 2 +5-3 + “s/x-1- 1 -Ịx 2 -4Ị = 0 . 


Sử dụng biếu thúc liỏn họp ta được: 

-2 A V -> 

-(x-2)(x + 2) = 0 


X -4 X - 2 

>/x 2 +5 + 3 + l 

Do đó (X - 2) . X + ^ — + \ — 

[47^5 + 3 Vx^ĩ+l 

_ „ 3 X + 2 x + 2 

Vì X > — nên ĩ -< 


-x-2 

1 


0 ( 2 ) 


Do đỏ 


" i Itl 1 I ^ / ĩ 

2 Vx 2 + 5+3 5 v*-ĩ + l 

x + 2 1 ^ 4) 

, -+ -ị —% - X- 2 < - — 

Vx 2 + 5 + 3 V X “1+1 

, s 1 ‘ __ _ #■ 


<1 


444* 


4x + 3 
-x-2<- <0 


Phu ong trình (2) tương đưòng vói X = 2. 

Vậy nghiệm cần tim cua hệ (x;y;zỊ = (2;2;2). 



2x 3 + 3x 2 -18 = y 3 +y 

Vi dụ 5. Giáí hệ phu ang trinh: 

2y 3 + 3y 2 -18 - z 3 +z 

2z 3 + 3z 2 -18 = X 3 +x 


Giáỉ 


Xét hàm sổ f(t) = 2t 3 + 3t 2 -18 và g{t) = t 3 + t với ten . 
Rỏ ràng hàm sổ gị t) đồng bi ch trên II . 


Viết hệ đa cho vê dạng 


f ( x )=g(y) 

<f(y)=g(*)- 

ÍW=g(*) 
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Không giâm tính tông quát, giá sử x=max(x;y;z) thì ■ nên 

IX ^ z 

Ig(x)>g(y) eíxì>fíxì V 3 + * > 5* 3 + 1 v-- 1 K 


, suy ra - 


g(x)>f(x) 


g( x )M z ) 

Phán tích thánh tích ta được: 


hay 


X 3 + X > 2x 3 +3x" -18 
z 3 + z < 2z 3 + 3z 2 - J 8 


hay X < 2 < z 


f(z)>g(z) 

(x -2)ịx 2 + 5x +9Ị < ũ 
(z-2)Ịz 2 + 5z + 9j > 0 
Mà X > z nên X = z, suy rạ X = ỵ = z. 

Phương trình thứ nhất cúa hệ thành: X 3 + 3x 2 - X - 18 - ữ hay X = 2, 
Hệ đã cho có nghiệm (x; y;z ) - (2; 2; 2). 

MỘT SỐ BÀI TẬP RÈN LUYỆN PHẦN 
HÊ PHƯƠNG TRĨNH 


1) 


2 ) 


31 


4) 


5) 


61 
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X 3 +7y = (x + y)~ + x~y +7x + 4 
3x 2 + y 2 + 8ỵ + 4 = 8x 

3yịx + 2y + tJÍ 3 - X - y = 5 
2y/3 - X - y - yịĩx + 3y + 4 = 2 

(X - 2)(2y -1 ) = X 3 + 20y - 28 

2 ịjx + 2 ỵ + ỵ| = X 2 + X 

v/x+Ụy - }Ịx-Jỹ = v/4x-y 
\/x 2 16 =2 + yịỹ -3x 

lo &2 V x + y = 31o S8 ( \l*-ỹ + 2 Ị 

1 /x 2 +y 2 +1 -^/x 2 -y 2 =3 
3y(9y 2 + l) = (x-2ỵ + l) > /x-2y 
2y = X + 3y - 2 


(x,y El ) 


(x,y eL ) 




ịggpsĩsi&fô 

i iiis^ 
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r 

X + ^ 


7} 

X-^ 

ụ-ý 2 


X 

3x + 5 


^Ịj 

o 

1 

<JN 


9x 

5 


8 ) 


9) 


10) 


(x + %)yj y “ + 8 V + 20 + (y + 4)\[ỹc +6x + lũ =0 
4{x + 5) 2 + 6y +11 = 3 ^2y + 5 


2x 3 + xy 2 + x 2 -2y =4 
2x 2 + xy + 2y 2 + 2y = 4 


{x,y eL ) 


2y(x + 3)(2y + 3) = x 2 y 2 +I2xy 2 + lly + 8 


11 ) 


12 ) 


13) 


14) 


15) 


16) 


17) 


2v(x + 3)(2y + 3) = X 2 } 

Vn/6x = ì/l3y 2 + y + l 

2x 3 - x 2 y 2 =4 

y - 2xy + = 2 

y 

Tim tất cà các cạp số thực x,y > 0 tho tì mặn hệ phương trinh: 

x 2 +xy + x- l = 0 
V 2 +xy + X + y “1 = 0 

X 3 - y 3 + 3y 2 - 3x = 2 

X 2 + s/l “ X 2 -3^2yy 2 = -2 

2x 3 -4x 2 +3x-l = 2x 3 [2-y)fi-2y 
\/x + 2 

(2x 3 -l)(2y 2 -l) = |xy 
[ X 2 +y 2 + xy — 7x — 6v + 14 = 0 


16x 3 + 24x 2 +14x + 3=(2y-3)ựy-2 
ịlĩx + 2 + fiỹ+4=b 

ựl3x + 4y + 2 = ^2x + y - 5 
ự2x + y + X - 2y = 2 
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18) 


19) 


20 ) 


21 ) 


8x'V 4 27 = 18y 3 
4x 2 y + 6x = y 2 

(3-x)^I-2yự2y-l=0 
ựx + 2 + 2<JỸ + 2 = 5 

(x + Vx 2 +i ì(y + ^y 2 + 1) 

y 35 

y+ vfc 12 

(xy + 3) : +(x + y) 2 =8 
X y 1 
X 2 +1 y 2 +1 4 

4 -x 3 +3x 2 - 4y -1 = 0 


= 1 


22 ) 


23) 


24) 


25) 


26) 


27) 


\ỵc*ệf_ + jx^p4r = x + 2y 

X 3 - 12z 2 + 48z - 64 = 0 
y 3 -12 x 2 +48x-64 = 0 
X 3 - 12y 2 + 48y - 64 = 0 

L 

X 2 +2 + Ịv~ -y -1 jVx 2 + 2 - y 3 + y = 0 
2x + xy + 2 + (x + 2) Jy 2 + 4x + 4 =0 
^3x + y + \ỊĨx + 7 = 10 

V (^f * + 1 u 

L ; W x+3 y \^ x+ y J 

2y 3 — (x + 4)y 2 + 8y+ x 2 - 4x = ũ 

+V* + ãỹ+3=4(x -l) 2 + 8y-| I 

(x-y)Ịx + y + y 2 Ị = x(y + 1) 

3\/ X 3 + 4x = y 2 + 4y + 7 
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28) 


2y 3 -(x + 4)y 2 + 8y + X 2 - 4x - 0 
3(Vỉr^ĩ+3/4<x-y + l)) = (x+l} 2 -8(y-l) 


29) 


r x} t+ '={y + ĩf 

Ị . 2 , „ n. 17 2x 2 “9x + 6 r ~ : 

V -4x + 18x - 20 4 —TỊ ——— = Jy + 1 

2x 2 -9x + 8 


30) 


31) 


8(x 2 +y 2 ) + 4xy + ^ = 13 

1 (x + yr 

1 

2x + —-— = 1 

' x +y 

x^2-y 2 +y72-x 2 =2 

(x + y)^ - 12(x- l)(y -1) + <Jỹĩỹ = 9 


HƯỚNG DẪN GIẢI CÁC BÀI TẬP RÈN LUYỆN 


1) Bỉèn đối hệ phưong trình thành; 


x 2 (x-y) = (x + y) 2 + 7(x-y)+4 
4 =f-3x 2 -y 2 + 8Íx-yỊ (2) 


Thục hiện phép thê' (2) vào (1) tạ cỏ: 

x 2 (x-y) = (x + y) 2 +7(x-y)“3x 2 -y 2 + 8(x-y) 

<=> X 2 (x-y) = -2x 2 +2xy+15(x-y) 

<=> X 2 (x - y ) = -2x(x - y) +15( X - y) <=> (X - y) Ịx 2 + 2x - lsỊ = 0 


( 1 ) 


THI: x = y. Thay vào phương trình (2) có ngay: 4x 2 + 4- 0. Phương trình 
này vô nghiệm. 


TH2: X 2 + 2x -15 = 0 


x = 3=> y 2 


+ 8y + 7 = 0 



-1 

—7 


X = -5 => y ■ + 8y +119 = 0{VN) 


Vậy hệ dã cho có các nghiệm sau: (3;-! ),{3;-7) 

2 


11 = ./2x + y 

2) Đặt J v z — (u, V > 0) 

V = ự3-x-y 


X + 2y — u* 
3-x-y = v : 


y = u 

X = 6 “ 


+ V 2 -3 
u 2 -2v 2 
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Khâm phả bi iỊiiỉỷêì chuifẻfĩ đê PT t bất PT, hệ PT, btỉt ĐT - Ngưỵềiĩ Tmtig Kiền 


2x + 3y + 4 = u 2 -V 2 +7 


Khi đỏ hộ ban đầu trờ thành: 


3u + V = 5 

Iv-ìỊĩr - V 2 + 7=20 

Thế V — 5—3u vào phương trinh {*) giai tìm được Li — 1 , từ đó V = 2 
^ X = -3; y = 2 
3} PT thứ hoi cùa hệ 

<=> X +2y + 2^x + 2y +1 = X" + 2x + ] <z> Ị ựx + 2y + IỊ = (x + lpo ựx 4 - 2ỵ = X 


hoặc + 2y = -X - 2 


THI: yịx + 2y = X o 
13x 2 -llx -30 =0 


x>0 

_ thay vào phưong trinh thú nhất ta được 
2y = X 2 -X 


TH2: yịx + lỹ = -x-2^> 
được bậc hai theo X. 


X + 2 < ũ 

7 thay vào phương trình thứ nhất ta 

2y = X 1 + X + 1 


4) Đieu kiện: x>4;y >0;x 2 >y;4x >y;y >3x 
Phương trình (1) 

<=> 2x - 2iỊ)C -y = 4x - y o 2-^x 2 - y = y-2x<=>y = 4x-4vy = 0 
+ Nếu y = 0 thì không thỏa mân do đi’ẽu kiện y > 3x > 12 
+ Nếu y = 4x - 4 thay vào phương trinh (2) ta thu được: 

Vx 2 -16 =2 + Vx - 4 <-> -16 - 3 = yỊx-4 -1 

X 2 -25 


<=> 


- io = Z + VX-40V* = - 1 

x 2 -25 x-5 , Ẩ x + 5 _ 1 

ựx 2 -16 + 3 Vx-4 + 1 [>/x 2 -16 + 3 >/ x “ 4 +1 J 


= 0 


<=> X = 5 V 
Vói X = 5 => y = 1 6 


x + 5 _ 1 

y[x 2 -16+3 Vx“4 + J 


= 0 


Xét , X + ^ - , -= 0» (x + 5)^/x-4 + X + 2 - Vx 2 -16=0. 

Vx 2 -16+3 V X - 4 +1 

Dễ thây X + 2 - yf>c -16 = Vx 2 + 4x + 4 - Vx 2 -16 > 0 với mọi X > 4 nên 
phương trình vô nghiệm 
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Tóm lại hệ có nghiệm duy nhất: (x;y) = (5; 16) 

5) Diêu kiện X + y > 0; X - y > 0 

log 2 ^/x + y = 3log s (^x-y+2) ưx + y -2 + ,/x-y 
i > /x 2 +y 2 +l-^x 2 -y 2 =3 'ựx 2 +y 2 +l- > /x 2 -y 2 =3 

— *Jv — 2Ịu > VỊ u + v=27uv+4 

[—_ /u 2 + V 2 + 2 £777_, 

yuv=3 J--- \fuv- 3 


u-x+y 

Đật ta có hệ 

[v-x-y 

U + V = 2yfữv + 4 
lu 2 + V 2 -2uv + 2 


fu 2 +v 2 +2 


(1) 


— Vữv = 3 


thế (2) vào (1) tâ có: 


2 ■ ( 2 ) 

\Ịũv+sJuv + 9 - ^/ũv"-3<=> uv + 8<\/ũv + 9 = {3 + -v/ĩrv Ị OUV=0 

, |uv = 0 4 , V 

Kêt hợp (1) ta có: <=> u - 4; V = 0( u > V1. 

[ u + V = 4 

Từ đó ta có: x-2;y = 2 {TM) 

Vậy nghiệm cứa hệ là (x; y) -12; 2 Ị 

6). ĐK: X > 2y, X + <Ịx - 2y > 0 
a = 3y 

Dặt Ị - , phương trình (1) cua hệ đa cho tương đương với: 

b = yjx-2y 

aịa 2 +lj = bịb 2 +1 Ị=>(a —1>)Ịn“ + ab + b 2 + 1j-0 . 

Do a 2 + ab + b 2 > 0( Va,bỊ a = b 

[ựx^2y = 3y 


Hệ <3> 


ựx + ựx- 2y = X + 3y - 2 


y > 0 

X - 9y 2 + 2y 


^9y 2 +2y + 3y = 9y 2 + 2y + 3y - 2 


Đặt t = 9y 2 + 5y,pt C5> \ỊĨ = t — 2 


4 8 

Do y>0=>y = - 7 =>x = ^- 
9 3 


t >2 

t 2 - 5t + 4 = 0 


t=4. 




« 
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Khâm phả bi iỊiiỉỷêì chuifẻfĩ đê PT t bất PT, hệ PT, btỉt ĐT - Ngưỵềiĩ Tnitig Kiêìĩ 


Kết luận: Hí có nghiộm duy nhất: (x;v) = í 

V 3 

7} Từ phương trình (1) ta rút ra được: 


1 


r 

(*-\/ s 

^ 2 )H 

x 2 -^) 


9x 2x“ + 2xjx j -y J +X J -y 2 9x 
5® / = 5 


^ j^ỉ 

Từ phương trình 2 ta có kết quả: -Ệ = — - I 

Thay vào ọ ta có: 

2x 3 + 2xựx 2 - y 2 -y 2 6x , _ - 2 , /2 ”2 

- 3 —I—--— = — -1 <=> 2x + 2 X Jx —y = 6xy o 

y 2 y 


X = 0 


_x + ^x 2 -y 2 =3y 


Nếu X = 0 vồ nghiệm, 

Nêu X + p - y 2 = 3y o Jx 2 - ỵ 2 = 3y - X 


13y - X > 0 

^|x 2 -y 2 =9y 2 -6xy + x 2 ^ { 


3y - X > 0 
y = 0 


y = —X 
: 3 


e °y = T x 
5 3 


Thay vào ta tim được: (x;y) -(5; 3) 


KL: Hệ có nghiệm: (x; v} = (5; 3) 

8) Biến đỏi phương trinh (1) 

(X + 3)ự(y + 4) 2 +4 - -(y + 4)ự(x + 3) 2 + l n 

+ X = 3 => y = -4 ta thấy không thỏa mãn. 

+ X * -3 V * -4 thì bình phương hai vế phương trinh {*) 
(x + 3)(y + 4) < 0 
(y + 4} 2 = 4(x + 3) 2 

Thay vào phương trình (2) và rút gọn ta được: 

4x 2 + 28x + 51+3^4x + 15=0 

4Íx 2 +8x + 16Ì+3^4x + 15 -(4x+13) = 0 


<=> y + 4 = -2(x + 3)oy=-2x - 10 
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4(x + 4)’ 


o4(x + 4) Z - 




(x + 4) : 


27(4x + 15)-(4x + 13) 3 
9^(4x + 15) 2 +3(4x + 13)^4x + l5 + (4x + 13) 2 

16(4x+7)(x + 4) 2 

9^(4x + 15) 2 + 3{4x + ì 3) ^4x + 15 + (4x +13 ) 2 

4(4x + 7 ) 

9^(4x+15) 2 + 3(4x + 13}\/4x + 15 + (4x + 13) 2 


= 0 


= 0 


1 - 


4(4x + 7) 

9^(4x + I5p +3{4x + l3)^4x + l5 + {4x + 13)‘ 


^0 


x=-4 

vỏi X = —4 => y = —2 


- Với 1 


4{4x + 7) 

9^(4x + 15) 2 +3(4 x + 13)^4xTĨ5 +(4x + 13)‘ 


= 0 (3) 


Ta sề chúng minh phương trinh náy vô nghiệm như sau: 

Dẻ thấy vói mọi X thì 4x 2 + 28x + 51 > 0 

-.Ị- -— 15 

Do đó phương trinh(**)có nghiệm khi 3^4x +15 < 0 => X <, Từ đó suy 
ra vế trái cùa (3) luôn dương, dân đến phương trình này vô nghiệm. 

KL: (x;y)=(-4;-2) 

9) Từ phương trình (2) ta thu dược: y 2 = 2- X 2 V - 

Thay vào phương trình (1) ta cỏ: 

( 


2x 3 + X 


2~x 2 -y--” j + x 2 -2y-4=>x 3 + 2x-xy-”- + x 2 2y = 4 


£$(x- 2)(x 2 + 2x + 4) + x(x 2 + 2x + 4) - y(x 2 + 2x + 4) = 0 
o 2x 3 + 2x 2 + 4x - x 2 y - 2xy - 4y = 8 

o (X 3 - 8) + (X 3 + 2x 2 + 4x) - (x 2 y + 2xy + 4y ) = 0 =>(2x - 2 - y)(x 2 +2x + 4) = 0 
cx> y = 2x - 2 
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KhiUỉi yhii bi íỊiiiịét chuìịên đê PT, bất PT iiỊ' PT, bti t ĐT- \$Hụền TruiiỊỊ Kiền 


Thay y = 2x — 2 vào phương trình (2)và rút gụn ta dựợc 
x(óx -7} = 0o 


X = 0 => y = -2 
7 1 

6 y 3 

Vậy hệ phương trinh có 2 nghiệm (x; y) = {0;-2), 


f 7l) 

U ; 3Ì 


10) Với điêu kiện X > Ohộ phương trình đã cho tương đương với hệ: 
x 2 y 2 + 8xy 2 -6xy-12y : -7y + 8 = 0 
13y 2 + y +1 - 6xy 2 = 0 
Lấy (1) + (2) ta có được phân tích sau: 

x 2 v 2 + 2xy 2 +y 2 -6xy -6y + 9 = ữ<=>fy(x + l)] 2 -6y(x + l) + 9=€ 
Ta được y(x + [) = 3o 19y 2 —17y + 1 = 0 

17 + V 2 Ĩ 3 49-3^213 

- Vói y -- ;x -—-—— 

J 38 2 

„„ 17 -V 2 Ĩ 3 _49 + 3 V 2 Ĩ 3 

- Với y ±= —— — ■ ■■ ■ ■ ■ ; X = -- - 1 - 

38 2 

Vậy hệ phương trình đả cho có bộ nghiệm là: 


f 49-3^213 

17 + >/2Ĩ3 

r 49+ 3^213 17 -^213 ' 

2 ; 

V 

38 

/ 

2 ’ 38 

z M ) 


(x;y) = 


11 ), Diêu kiện: V 0 


Vòi y + 0 tạ hiến đốỉ hệ phương trinh thành 


-X* 4 

2——xy = — 

y J xy 

2 -—2xy + y 3 = 2 


X 2 t _ , , . 

Đặt ử = — ;b = XV hệ phương trình trên trớ thành 


2a — b = — 
b 
b 2 

2a - 2b + —— = 2 
a 


■ 


2ab - b = 4 (3) 
2a 2 -2ab + b 2 =2fl (4) 


Cộng (3) và (4) theo vế và thu gọn ta được 
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3-2 = 0« 


a = ~1 
a = 2 


THI ;□ = -l => b -+2b + 4 = G ( VN) 

TH2: a = 2 => b = 2 ta có hệ phưong trinh 


X 2 

— = 2 

y 

xy = 2 

\ * 


ly 


=ÌỊĨ 


Vậy hệ phương trình đa cho cỏ nghiệm duy nhất (x; y) -1 \/ĩ; ^Ịĩ Ị 


12) Hộ phương trình viết lại nhu sau: 


x“ + XV + X = 1 


y z + xy + X + y = 1 


(1) 

( 2 ) 


Vì X, y > 0 nến ta suy ra X, y ẽ (0; 1) 


1 - X - x" 
Hệ có dạng: ‘ ' - X 

(y+l)(x+y) = l 


1 


y=“-x-1 

X 

(I Yi 

— — X 

X 


X- 1 =’ 


(3) 


Phương írinh (3) cỏ dạng: X 1 - 2x“ -X + 1 = 0 . 

Xét hàm sô’ f (x) = X ' - 2x 2 - X +1. Ta cổ í '{x) — 3x 2 - 4x - 1 

Với 0<X<1 thi f'(x) = 3x 2 -4x-l = 3|x" -xj— X—1 <0 

Do đỏ f(x) là hàm nghịch biến trẽn khoáng 0 <x < 1. 

1 


Ta có f 


Ta có: 


flV 1., 

2- ,f(l) = —^-<0 nên í{x) = 0 i 

HỉĨ-7-ỉ-- 

1 „ L 

——— với 0 < a < -r ta có: 
2cosa ^ 3j 


■f(l) = -4- < 0 nên í(x) = ữ có nghiệm duy nhất thuộc 

-l+x = l; 


V 


Đặt X = 

Scos - ' a — 4cos" u — 4casct +1 = ũ « 2cos3a — 2cas2ư + 2coscx — 1 = 0 
« 2sincLcos3a — 2sina.cos2u + 2sina.cosa — sina = 0« sin4a = sin3a 
a = k2xc 


o 


71 k2ji 

a =— + ——- 

7 7 
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Khảm ỊLĩỉiii bỉ qiiụêi chuỵẻn ác PT, hút PT, hệ PT f btìt DT- Nguyễn Tmềig Kiên 


4 


Tl 


Vì 0 < a < ™ 

3 ; 


nen chọn ot = - suy ra X =-— 

7 Ti ^ 

2 cos — 
7 


-p , 1 1 1 _1 1 1 2 1 1 _2 

Ta có: — - — -l + x = l=> — - ]-x + x = x=>y = — - x-1 = X - X = 


2cos 


X * 


,_2 n 

4cos - 


Vậy hệ có đúng một nghiệm (x,y) = 


TT s 

T 2eos _ -1 
1 . 7 

f 

2cos ^ 4cos 2 ^ 

7 7 } 


... 1-X 2 >0 -1<X<1 

13) Đíéu kiện: „ =>■! 

2v-y 2 > 0 0<ỵ<2 

Cách 1: Đặt t=x + l,0<t<2, Lúc đó hệ pt thành: 

t 3 -3t 2 +2 = y 3 -3y 2 +2 t 3 -3t 2 =ỵ 3 -% 2 

x 2 + >/l-x 2 -3 ì /2y-y 2 =-2^ x 2 + i/l"-x 2 -3^2y-y 2 = -2 

Xét hàm sổ f (a) = a 2 -3a 2 ,0 <a <2. Có f’(a) = 3a 2 -6a=0t> ' 

Lập BBT ta có: f (a) = a 3 - 3a 2 nghịch biên với 
f(t) = f(y)=>t = y=>x + l = y 0<a<2. 

Vậy í Ị I ) = f ( V ) => t =■ y X 4- 1 = y . Thay X + 'I = y vào phương trì nh (2) có: 

- 2 -2\fl-x 2 -X 2 4 2 V 1 -X 2 - 3 = 0 o [ >/l - X 2 -1 |Vl-x 2 + 3 j = 0 

Vl^x 2 =1 
Vi-x 2 =-3 

Vậy hệ pt có 1 nghiệm duy nhất là |x;y) = (0;l) 

Cách 2: Phương trinh (2) C3-X 2 +Vl — X 2 +2 = 3^Ỉ2y — y 2 <=>ỉ(x) = g{y)* 


=>x = 0=^y = l 


13 


Xét f ( X ) trên miền [-1; 1 ] ta cỏ 3 < f (X) < -y 


Ta lại cỏ: g(y) = 3^y (2-y) < 3 


y + 2-y 


= 3 
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y — I 

Vậy f(x)>g(y). Dấu bằng xáy ra khi < J ^ 

Thay vào phương trinh (1) có nghiệm (x; y\ = (0;I) (thỏa mãn) 

Vậy hộ có nghiệm (x;y) = (ư; 1). 

14) VI X =0 không phái là nghiệm của hệ chia phương trình (1) cho X 3 ta thu 
được; 2x 3 - 4x 2 + 3x -1 = 2x 3 (2 - y) ^3-2y 



í, 1 ì 

3 i 

\ lì 

<=> 

1-- 

+ 

1-- 


L xj 

\ 

, x ) 


=Ặĩ~ĩỹf + 'ỊĨ-ĩỹ 


Xét hàm sô' 


f(t)=t 3 + t=>f i (t) = 3t 2 +l>0=>fị > /3-2y )=í| 1 ——' <=>ự3—2y =1 —ì 
Thay vào pt thứ 2 ta được: 

(Vx + 2- 3Ị-Ị\/l5-x-2| = 0<=> ~ r~~~ - +~ị = = 7 =-= 0 

Vx + 2 + 3 ^ 5 -xỊ 2 + 2^I5-x +4 


_- 111 

<=> X = 7 => y = ~~ r 

J 98 

15) Dẻ thấy xy - 0 không thoa mãn hệ, 
Với xy *■ 0 viết ]ại hệ dưới dạng: í 


t I 1 

2 x - — 

X 


2y 


A 


-Ì-- 

yj 2 


X 2 +y 2 + xy-7x-6y +14 = 0 
Điều kiện đê phương trình X' +y 2 + xy-7x-6y + 14-0 (ẩn x) có nghiệm 

- ,2 J <y /ĩ%1 s„ Í1 


■ỉ] 


làAỊ-(y-7) - 4y 2 + 24y -56 > 0 <=> y 

Điều kiện đế phương trinh X" +y“ +XV -7x —6y+ 14 = 0 (ân y) có nghiêm 
là: A-ị = (x- ốỴ -4x' + 28x-56>0oxt 


>?] 


Xét hàm sổ t'(l) = 2t— ta có f’(t) = 2 + —>0 đồng biến brên (Ot+oo) nèn 


f(x).f(y)>f(2).f(l)=i 
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KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìịên đê PT, bất PT iiỊ' PT, bát ĐT - Nguyễn Trung Kiên 


^ ^ X = 2 

Kết hợp vói phương trình thứ nhâ't ta được: < là nghiệm cùa hệ, 

y = 1 

16) Điều kiện xác định X > -- y > 2. 


Ta viết lại hệ thành: 


2 (2x + 1 f + 2 x +1 = (2y - a) ựỹ^2 
tfĩx + 2 + <Jĩỹ +4=6 

Xét hàm số; f{t}-2t 3 + t,t€(0;+-X'J. Suy ra f(t) = 6t 2 + l >0 nên đây là 
hàm đồng biến. 

Từ phương trình thú nhất cùa hệ ta cỏ: {(2x +1} = f Ị ựv - 2 Ị o 2x +1 = yịy -2 

Thay vào phương trình thứ hai ta được; ìỊĩỵ -8 + yịĩỹ + 4 - 6(*) 

Ta tháy hàm số: g(y)“ \Ị^ỹ -8 + ^2y +4 -6„y e (2;-H5c) có đạo hàm là: 
g(y) = ^4y-8 + ^2y + 4-6,y e(2;+ac) 

g' (y) = . I = + — > 0, Vy € (2; fX) nên dông biến. 

ự(4y-8) 3 ^y + 4 

Hon nửa: g( 6) -^/ 4 . 6-8 + V 2.6 + 4 -6-0 nèn (*) cổ đủng một nghiệm là y = 6 
Vậy hệ có nghiệm duy nhất là (x;v) = Ị^;6 

4y 


17)Đi'èư kiện: 


13x + 4v > 0 
2 x + y > 0 


<=> 


xa-* , 
13 

x>4 

2 


Đặt a = yjỉ3x + 4y ,b = yịĩx + y . Khi đỏ ta được hệ phương trình: 

b-ĩ? (1) 

4 

a + 2b = 5 (2) 

b+x-2y=2 (3) 

. _ V’ %. 

Thế(l) vào (3) ta dược: X = ^-7 — (4) - Thể (4) vào phương trình 


a 2 — 4b 2 = 5x 

a — 2b = x 

' a + 2b = 5 <=> < 

a + 2b = 5 <r> < 

b + x-2y = 2 

b + X — 2y = 2 


- _ ị 
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é—— _ - . /l9y + 6 3 —2y 

J 2x + y + X — 2y = 2 ta được: 1—— — ——— w < 

1 3 3 

Giải ra V - ——tù đó tính được X = 24 - >/545 
8 


4y z — 69y-19 = 0 


Thu lại ta thấy ịx;v) = 


là nghiệm cần tìm. 


18)Tn tim cách loại bò I8y\ Vi y = 0 không là nghiệm của phương Ịtrinh (2) 
nên tương đương 72x 2 ỵ 2 + I08xy = ltíy 1 . 

Thê I8y 3 tù phương trình (1) vào ta thu được: 


Sx 3 y 3 - 72x 2 y 2 - 108xy + 27 = 0<=> 


3 

*y=-í 


xy = 


xy 


2 

21-9V5 

4 

21 +9-S 


Thay vào phương trình (1) ta tim được X, y . 

y = 0(L) 

Y = 


=P?^=-F- 3 )—M 

Vậy hệ đã cho có nghiệm 

(x;y)=(l(3-^);-|(^-3)),(ỉ(3 + ^);|(3 + ^)). 


19)Điêu kiện: X < 2, y > —, 


Phương trinh (1) tương đương: 

(2-x)Vr^' + Vr^' = (2y-l) > /2 y-l+ v /2y-l»f(x/2x-l) = f( > /2 y-l). 
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Khảm yhiĩ hi iỊiễỉỷêĩ ihĩtifêtĩ đê FT f bút PT, hự PT, bải ĐT- Ngitỵềiĩ Trung Kiên 


Vói f (x) = X 3 + X đơn điệu tâng. Từ đò suy ra \Ỉ2 - X = yịĩỹ-ĩ o X = 3 - 2y 

[a + 2b = 5 


thay vào ta có: ^5 - 2y + 2yjỹ +2 = 5 <=> 


a' + 2b 2 = 9 




a = 1; b = 2 


a = 


a = 


-3->/65 . 23 +>/65 

■ — 

_4 8 

>/65 -3 , 23“ >/65 

—— -; b -—-— 

4 8 


y = 2 

233 + 23>/65 


y = 
y = 


32 

233 - 23^65 
32 


Vậy hộ có nghiệm 

23765-185 233 - 23>/ó5 1 I 23-765 + 185 233 + 23>/65 
16 ; 32 ' 16 ; 32 


(x;y) = (-l;2), 




2 


201 Điều kiện: X 2 > 1. 

Ta có (1) tượng đương 

Ịx + 7x 2 + i j(y + +1 11 v/y 2 +1 -y I = Ựy 2 + 1 -y 

x+ ựx 2 +1 = -y + I^y 2 +1- 


Nếu thay y 2 =(-y]| 2 . Như vậy cả hai vế đêu cỏ dạng f(t| - t + 7t 2 + 1 và 
hàm này đon điệu tăng. Tư đó ta rút ra X = -y. 

y _ 35 


Thay vào (2) ta được: y + 


yỊỹ^ĩ 12 


Bình phương hai vế (điêu kiện y > 0). Khi đỏ ta cỏ: 

2 , 2y 2 

y +- 


Đặt 


w~ 


( 

(N 

1 

í-ì 

| 2 — y 4 -y 2 +Y 2 , 2y 2 _j 

f 35 1 

] y z -1 

t»J 

1 ri-1 

IĨ2> 


t > 0. Phương trinh tương đương: 


J _ í 35 

r +2t- —■ 
12 


= 0 <=> 


49 „ „ 

t = “fJ(L) s 

y ~-Ể- 

12 


25 

12 


. 5 


y-± : 


Đỏi chiếu đieu kiện chi lây 2 giã trị dương. 


















































ctỵ TNHHMTV DWH Khang Việt 


Vậy hộ CÓ nghiệm (x;y) = Ị-|;| , 


21)Triến khai phương trinh (!) 

(1) »x 2 y 2 + 6xy + 9 + X 2 + 2xy + y 2 =8o x 2 y 2 + X 2 + y 2 + 1 = -8xy 
<=> IX 2 +1 j Ị y 2 +11 = -8xy. 

Nhận thấy x = 0, y = 0 không là nghiệm của hệ. 


Phương trình (1) khi độ là: — —— 

X V 


= -8 . 


X V i 

Đặt — = a; — = b. Hệ đã cho tương đưong: 
X 2 +1 y 2 + 1 


a+b=-ị 

4 


ab 


<z> 


= -8 


a = —— 
2 

b-4 

4 




a = 


b=-4 

2 


X 

1 

X 2 +1 

2 

y 

1 

y 2 +1 

"4 

X 

ĩ 

X 2 +1 

’ 4 

y 

1 


<=> 


X =-1 

y=2±s 

X = 2 + 
y = -l 


V '+1 2 

Vậy hệ có nghiệm (x;y) = Ị-1;2 - V3 Ị,|-l;2 + >/3Ị ,ịl- -^3;—1)-Ị 2 + >/3; —1J, 
22) Ta cồ: 

2 Ị u 2 2\ ( x " + 4y~) j(x + 2y) 2 fx 2 +4y"| |x + 2y| 

(x + 2y) 2 <(l+l)Ịx 2 +4y 2 Ị=>-y— > Ỷ \- 

Mặt khác ta cùng có: 

X 2 +2xy + 4y 2 _ 3(x + 2y ) 2 +(x-2y) 2 (x + 2y) 2 

3 12 " 4 


Ịx 2 +2xy + 4y 2 |x + 2y| 


/x 2 +4y 2 ịx 2 +2xy + 4y 2 I I 
Tù đó suy ra J — -y 2 — + J-—y-— > |x + 2y| > X + 2y 

Dẩư bằng xảy ra khi và chi khi X = 2y > 0 
Thay vào phương trình còn lại ta thu được: 
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Khâm phả bi iỊiiỉỷêì chuìfẻfĩ đê PT t hút PTy hệ PTy biĩt ĐT - Nguyễn Tĩiỉtig Kiêỉỉ 


X 4 -X 3 + 3x 2 -2x-l = 0 <=> 


Ịx -1 )Ị X 3 + 3x +1 Ị = 0 «■ X = 1 => y = ^ 

Hệ có một cặp nghiệm: (x; y) = Ị1; ị Ị 

23) Cộng theo vế các pt của hệ ta được: (X - 4) + {y - 4) + (z - 4} = 0 (*) 

Tù đó suy ra trong 3 số hạng ở tỏng này phái có ít nhất 1 sổ hạng khòng âm, 

không mất tính tông quát ta gia sư: ị z — 4 )"* > t) z > 4 

Thê'thi phương trình thử nhất của hệ tuong đương: 

x 3 -16 = 12(z-2) 2 >12.2 z =>x>4 

Thế thì phu ang t rình thú hai cua hệ tương đương: 

y 3 -16=12(x-2) 2 >122 2 =>y>4 

Do vậy tử Ị X — 4) + ^ y — 4-J +{z — 4) ' -0(* Ị X =y = z =4 thu lại thỏa mãn. 
Vậy (x; y;z) = Í4;4;4 ) là nghiệm của hệ. 

24) Phương trinh (]} của hệ có dạng: Vx 1 ’ + 2 - y ỊỊ ỵ[x^ — 2 + y 2 -1 j = 0 

Do \f)C + 2 + y“ — 1 > 0 nên suv ra \/x~ +2 -y=ũoy = yjx^-+2 thay vào 
phương trình (2) ta có; (x + 2) +{x + 2)\j(x + 2r + 2 = -X- x^{-x)" + 2 

Xét hàm số f(t) = t+ + 2,f'(t) = l +'JĨ^ +2 + jâ >0 nên hàm sổ f(t) 

vr+2 

đong biến. 

Mặt khác ta có f(x + 2) = f(-x) <=> X + 2 = -X <=> X = -1 => y - 
Vây hệ cỏ nghiệm duy nhất (x; y) - Ị-l; \Ỉ3 Ị 

25) Theo bất đắng thức cô si ta có: 

X / X x + y\ lị X | x + y I 

y X + 3y ^x + y x + 3y 2 X + y x + 3yj -Jx + y Ịỹ 1 

il ĩỹ— I f 1 2y ì -/x + 3v 2 


< — 


]Ị X + 3y 2 X + 3y 2(2 X + 3y 

Tương tụ ta cũng có; 


V x + 3y 


3 
+— 


x + y 2 
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ctỵ TNHHMTV BVVH Khang Việt 


Từ đó suy ra \ Jx + Jỹ) , = + 7 = l ... 

' 1 'ụĩĩĩỹ 

thay vào phương trình thứ nhất ta được: X = 


< 2. Dấu hằng xáy ra khi X = V 


thay vào phương trình thứ nhất ta được: X = y = 4 
1-X>0 

X + 2y + 3 > ũ 


26) Diêu kiện: 


Phương trinh thú nhẩt cùa hệ được viết lại thành: 

X 2 - (ỵ 2 + 4)x +- 2y 3 -4y 2 + 8y = 0 

=^.A = (y 2 +4) 2 -4(2y 2 -4y 2 + 8y) = Ịy“ -4v *4 j 

vx^ 1 " X = y 

Tù đó ta tính được: _ 

x = y 2 -2y + 4 

Vì X = y 2 - 2y + 4 = (y -I) 2 + 3 > 1 nên không thỏa mãn 
Thay X - y vào phương trình thứ hai ta được: 

1zJÌ + ^2x + 3-4x 2 -4x + Ị 

V 2 2 

Ta cỏ: 4x 2 - 4x + 37 = {2x -1) 2 + 77 > 37 ; 

2 2 2 

+ \j2x + 3 = ^72-2x + 72x73 < Ậị +1 j(2 - 2x + 2x + 3) = I 
Vậy hệ có nghiệm khi và chi khi các dấu bằng dồng thời xảy ra. 


_ _11 

Suy ra x = ~;y = -7 
2 J 4 

27) Từ phương trình (2) ta suy ra x>0 
Phương trình (1) được viết lại như sau: 


x 2 + (y--y-l)x-y' 1 -y^0 = A = (y 2 -y-l) 2 + 4(y- 1 + y 2 )^(y- + y + l)‘ 


TÙ đỏ tính được: 


X = -y l < 0 
x = y + l 


Thay y = x-1 vào phương trình ta thu được: 3 a/x(x 2 + 4) =x 2 +4 + 2x. 

Chia phương trình cho X 2 + 4 ta cỏ: 3 —-— = 1 + 

\Ịx 2 +4 X 2 + 4 
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KhiUỉi phá bi íỊiiiịét chuìịên đê PT, bất PThệ PT, bti t ĐT- Ngưỵềit Trung Kiêu 


Đặt t = 


x 2 + 4 


> 0 ta có 2t 2 - 3t + ĩ - 0 <=> 


t = l 

1 

t 

2 


Vói t = l <=> X 2 -x + 4 = 0 vô nghiệm 

Vói t = Ậ<=>x = 2=>y = I 
2 


Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x; y) = (2; 1) 

28)Dièu kiện: X > 1 

Ta viết lại phương trinh (1) thành: X 2 + (y 2 + 2)x —2y 3 — 4y 2 —4y = 0 
Tính được 


A = (y 2 +2) 2 + 8y 3 + 16y 2 + 16y = Ịy 2 + 4y + lỊ 


x = 2y 

X = -y 2 - 2y - 2 < 0 


Thay y = 


— vào 
2 


phương trinh ta thu được: 


3ị >/x — 1 + ĨỊlx + 4 Ị = X 2 — 2x +9(*) 
Theo bất đảng thức Cosi ta có: 


3|>/x-l +^2 x + 4Ị = |.2^/i.(x- 1) <2(l + x-l)»ệx 

3\ỊĨx + 4 = ^^4.4.(x + 2) < -^(4 + 4 + X + 2) = — + 

2 — 2- 

Từ đó suy ra sịiịìt —T + ^2x+4 j<-^x + = 2x + 5 

Mặt khác ta cỏ: X 2 -2x + 9-(2x + 5) = (x-2)" > 0 

Tủ đỏ suy ra phương trinh (*) cỏ nghiệm khi các dấu bằng đồng thòi xáy ra 
X = 2. 

Suy ra hệ phương trinh có nghiộm duy nhất (x; V) = (2; l) 


29) Điêu kiện: 


y+1 > 0 

< -4x 2 + 18x - 20 > 0 <=> < 
2x 2 - 9x + 8 ĩ* 0 


y 

2 


>-l 


Sxsf 

2 


























ctỵ TNHHMTV PWH Khung Việt 


Ta có: yỊ-ix 11 +ĩ8x-20 + 


2 _ 2x -9x + 6 . . 4 


= t + l + 


2x~ -9x 4 8 


r +4 




4 




8t 


(t 2 +4) 2 


> 0, Vt e 


°4 


2=f{0)<f{t)<f(^) = |^<| 

v 2 34 2 


Suy ra yjy + 1 >2=>y + l>4, 

Ta có:x y+J =(y + lf <^> ^ = lr>t 1 * <=»g(x) = g(ỵ + Ị) (*) 

' X y + 1 

Trong đó g(t) = í^, g , (t) = -^Y^=>g'(t)>0c^t<e 

t r 

Vì X <f < y +1 nên g(x) nghịch biển, g(y 41) đồng biến. Do đỏ (*) nêu có 
nghiệm thì có duy nhất cặp nghiệm . 

Mặt khác ta thấy X = 2;y = 3 là một nghiệm cua hệ 

Vậy {x; y) = (2; 3) là nghiệm duy nhất của hệ. 

30) Đặt a = X 4 y 4 —-—, b = X - y <=> 
x + y 


Hệ « 


1 

(x + y) +■ 


(x + yr 


+ 3(x-yf = 13 


nỏn ta cỏ: 


(x + y 4 ———) + x - y =1 


x + y 

5{a 2 - 2) 4 3b 2 =13 
a 4 b = 1 


w 


5a 2 4 3b 2 = 23 
a 4 b = 1 


Giải hộ này ta tìm được 


a = 4 
b = -3 


và < 


5 

a = 

2 

b-l 

2 


r -ỉ±s 5±s 

f 3 11 ^ 

Í--2Ì 

2 2 J 

'U ; 4/ 

u J 


31). Từ phương trình {2) ta suy ra xy>0o x,y cùng dấu. Từ phương trinh (!) 
ta suy ra x t Ỵ >0. 

































Khúm phá bi íỊiiiịét chuìfêrt đê PT, bất PThệ PT, bti t ĐT- Ngưỵềit Trung Kiều 


Áp dụng bất đắng thức Cosi ta có: 


x^2-y 2 +y^2-x 2 < 


x z +2-' 


y“ + 2 - X 2 


= 2. Dấu bằng xảy ra khi và 


chi khi X 2 + y 2 = 2 , 

Bài toán trò thành: Giải htí phương trình: 

X 2 + y 2 = 2 

( x + y ) 3 - 12{x-l)(y-l) + yịxỹ =9 
Ta có: 

(x + y) 3 —12{x-l)(y-l) + ựxỹ-9 = {x + y) 3 + 12(x + y)-21-12xy + A /xy^ 
Đặt t=x + y=>t< ^2|x 2 + y 2 Ị -2 ta thu được 

(x + ỵ)“ - 2xy = 2ox + Ỵ - yịĩịr +ĨỊ . Ta có: 

(x + y) 3 + 12(x + y) -21 - 12xy +<Ịxỹ < 

, ,_ „„ .J x+ y) 2 ~(* 2+ y 2 ). (x+y) .3 „ 

(x + y) 3 +12{x + y)-21-12-- ệ -— v ' 1 ' = t 3 -6t 2 + 12t-8 

Khảo sát hàm số f(t) trên [O; 2~ì suy ra f(t) < f(2) = 0. Khi => X = y = ] là 
nghiệm duy nhất của hệ. 
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Khâm yhiĩ bi iỊiiỉỷêì chuìỹẻn đê PT t hút PTy hệ PTy biĩt ĐT - Nguyễn Tĩiỉtig Kiêỉỉ 


PHƯƠNG TRÌNH MŨ- LÔGARIT 


1. SỬ DỤNG PHƯƠNG PHÁP BIẾN Dổi TƯƠNG ĐƯƠNG 

+ Ta sử dụng phép biến dối tương đương sau: 

a =1 

a f ^ x ) = a 8 ^ <=> 0<a* l hoặc 

^ịf(x)-g(x) 

+ Hoặc nhom nhân tử chung đế quy về phương trình tích: 

+ Đổi vói phương trình logarìt; log đ fịx) = log a g(.v) <=> f(x) = gịx), 

loga f í x > = b => f(x) = a b 


a> 0 

(a-í)[f(x)-g{x)] = 0 



2+x-x >0 


1 Ị 2 + X - X 2 -1 ỊỊsìnx - 2 + >/3 cosx Ị = 0 


o 


-1 < X < 2 (*) 

X 2 -X-1 = 0(1) 
sin X + V3cosx — 2(2) 


Giãi (l) ta được Xị 2 — 


l±s 


thoả màn điíều kiện (*) 


( 2 ): 

1 . , -Jỉ _. . _ 

-sinx +■ — 7 — cos X = 1 <=> sỉnx 

2 2 


-t . TT 71 ÍI 

-l^x + 7 = 7 + 2kjĩ ox =7 + 2kn, k G z 
3 2 ó 


Đế nghiệm thoa mãn điều kiện (*) ta pliáì có 


-1 < — + 2 kỉt < 2 <=> 7 ^- 
6 2 K 


/ n) ĩt 

l 3j 3 

liêu kiện (*) ta phâỉ có: 

, *ì 1 r,_ỊỊÌ 

-1 - — ] < k<7— 2- — 

6 ) 2iĩ^ 6 ) 


<=> k = tì, k e z klìi đó ta nhận 


được x^ = J 
6 

Vậy phương trình có 3 nghiệm phân biệt 2 = 


ì±s 


K 

■;x - 1 = 77 , 
2 3 6 
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b) Phương trinh được biến đôi VỀ dạng: 

2 


( X -3) 


3x^-5x-í2 


(*- 3 ) 


-|X +X-4 


= (x-3) 


2(x~ x-4) 



X - 3 = ] 

X = 4 



0 < X - 3 1 o 


X < 3 * 4 o 


H 

3x 2 — 5x + 2 = 2x 2 + 2x - 8 


X 2 -7x + 10 = 0 L 


x = 4 
x = 5 


Vậy phương trình có 2 nghiệm phần biệt X — 4,.Y — 5 
c) Ta viết lạị phương trình thành: 


3* 2_x — J - 3 x2 +2x 


2 3 


í 2 ^ 

2 . ^ 

3* -* -1 

-0e$ 

3 X x - Ị 

1-3 X +2x 

< ) 


^ J 

V À 




-X 


= 1 


3 x2+2x = 1 


Guừ các trường hợp ta tìm được 3 nghiêm là X - 0,x = l,x - -2 
d) Điêu kiện: X > -2 

Phương trình được viết lại thành: 2 4x+2v ^ + 2*' 1 = 2 4+2 ^ +2* 3+4 *^ 


2 x 3 -4 Ị 2 4x - 2 4 Ị - 2 2 ^ (2 4x - 2 4 ị = 0 « Ị2 4 * - 2 4 ị 


ỉ .3 


X 3 -4 _ 'j2i/x+2 


= 0 


+ Trường hợp 1:2 4x - 2 4 = 0 <=> X = 1 

+ Trường hợp 2: 2* 3 ~ 4 -2 2 ^ = G X 3 -4 = 2x/x + 2 =* X 3 > 4. 


Phương trình tương đương với 


X 3 - 8 = 2a/x + 2 -4 <£> (x-2)(x 2 +2x + 4)= hay 

^ 1 Vx + 2 + 2 


(x-2) 


íx 2 +2x + 4 ]— - 

' yjx + 


2 + 2 


= 0 


l L 

Đè ý rằng: fx 2 + 2x+4 Ị=(x+1) 2 + 3> %~Ị== — < 1 nõn ịx 2 + 2x + 4 )- -=J =— >0 
1 ' yỊx + 2+2 ' 1 v/x + 2+2 


suy ra phương trình có nghiệm duy nhất X - 2 

'x = l 
X - 2 


Kết luận: 


Ví đụ 2: Giái các phưotig trình: 

2 


a) 2(log 9 x) = 1og 3 x.1og 3 Ị>/2x + l-l) 
bl 21og 2 X + 31og x (2x + 1) = 6 + log 2 (2x +1) 

. . " . *mr— 
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Khiiỉỉỉ phả bi iỊiiiỷêì chuìfẻfĩ đê PT t hất PTy hệ PTy biĩt ĐT- Nguyễn Tĩiỉtig Kiêỉỉ 


c) log 2 Ịx - Vx 2 -1 j.log 3 + Vx 2 -1 j = log 6 ^x - Vx 2 -1 j 


a) Điêu kiện: 


X > 0 

2x + l>Q <£>x>0. 

n/2x + 1 -1>0 

L 

Phương trình được viết dưới dạng: 


2 ịlog 3 x = log 3 x.log 3 U2x + ĩ - i) <=> ^ìog 3 2 x = log 3 x.log 3 ụĩx +1 -1) 

logs 2 x = 2 log 3 X. ỉog 3 ị >/2x + l -1) <^ j log 3 X - 2 log 3 Ị \/2x + l -1) ] log 3 X = 0 
log 3 X = ữ fx = l 


o 




<=> 


log 3 X - 21og 3 Ị Vĩx+ĩ -1Ị = 0 




= 2x + ] - 2'JĨk +1 +1 


X = 1 


2V2X + 1 - X + 2 


<=> 


X = 1 


4(2x + l) = (x + 2) 3 


X =1 

X 2 - 4x = 0 


o 


X = 1 

X = 0 

X = 4 


Đốì chiếu với điêu kiện ta suy ra X = l,x = 4 

X > 0 


b) Điêu kiện: 


X*1 


PT <=> 2logi X + 3lpg x {2x+ 1) = 6 + log 1 X.log K (2x +1) 


(log 2 x-3}(log x (2x + l)-2) = 0<=> 


log 2 X = 3 

log x {2x + l) = 2 


<=> 


X = 8 

2x +1 - x : 




x-8 


x=1 + \ỊĨ 


c) Điêu kiện: 


^ x 2 -1 >0 


1 > 0 X > 1 


X + Vx 2 -1 > 0 


Nhận xét rằng: 

Ị x-n/x 2 — I j| X + >/x 2 - 1 j = l => X — ì/x 2 — 1 j = |^x + ựx 2 — 1 Ị 





































ctỵ TNHHMTV PWH Kì mng Việt 


<=> 


su 


Khi đó phương trình được viết dưới dạng: 
log 2 Ị X + Vx 2 -1J . log 3 Ị X + Vx 2 - 1 j = log 6 ị X + \/x 2 -1 É j 
log 2 X + 7x 2 -lJ.log 3 ỊX + >/x 2 -1 j = log 6 1^X + Vx 2 -1J 

ừ' dụng phép biến đối cu số: log 2 Ị X + Vx 2 -1 j = log 2 6. log 6 1^ X + Vx 2 -1 j 

và log 3 ^x + >/? -1 j = log 3 6.bg 6 Ịx + >/x 2 - lj 
Khì đỏ phương trinh đuọc viết dưói dạng: 

log 2 6.Iog 6 ị X + Vx 2 -1}.log 3 6.log ò f X + 4x 2 - ĩ 1 = log 6 1 X + ^x 2_ -l j (1) 
Đặt t = log 6 ^ X + \Ịx 2 - ĩ I. 


Khi đó (!) có dạng: t(log 2 6.log 3 6.t -l) = 0 -ọ 


t = 0 


VỚÌ t = 0 log 6 Ị X + yỊ: X" — 1 Ị = 0 <£> X + ì/x“ — 1 — 1 c^> ■ 


]og ? 6. )og 3 6.t — 1 = u 

xWx 2 -l 
x-\/x 2 -1 

+ Với log 2 6. log 3 6,t — 1 = 0 

log 2 6Jog 3 6.Iog h Ị X + Vx 2 - 1 Ị = 0 oIog 2 6.1og 3 ịX + x/x 2 - 1 j= ] 
log 3 Ị^x + \Zx 2 -1 i = ]og 6 2 <=> x + \Ịỹ} —ĩ = 3 lt>Sí ’ 2 


ox = ] 


<=> 


w 4 


x+>/x 2 -l.= 3 i086Ỉ 
x-Vx 2 -I=3-^ 2 


w X 


= lỊ 3 H65 + 3-l^2| 


Vậy phương trinh có nghíộm X=1 và X - —^3 los ' 2 + 3 Ị, 

2. SỬ DỤNG PHƯƠNG PHÁP LÔGARTT HOA VÀ ĐƯA VỀ CỦNG cơ 
số f HOẶC MỦ HÓA ĐỂ ĐƯA VÈ PHƯONG TRĨNH MỦ 
I. Phương pháp: 

I). Đê chuyến ấn số khói số mủ luỳ thừa người ta có thể logarit theo cùng I cơ 


sd cá 2 vế cứa phương trinh, ta có các dạng: a m 1 h '' 1 — c hị ' 1 h 
Thông thường ta lấy loogarit theo co số a hoặc b hoặc c 



223 

































Kỉitỉìỉi yỉiả hi qinịêi chuyên đc PT, bát PThệ PT, bti t DT - Sgit tfí’tí Trung Kiên 


2). Dê chuyên phương trình chứa mũ, logarit thành một phương trình mũ ta 
thường chọn cách đặt log fl X = t => X = a 1 két họp với công thúc a 1 ^ s = x 
đê quy bài toán ve dạng don giãn hon 

Ví dụ : Giáí phương trình 

x 2_ 2x 3 

a) 2 X Zx = -r 

2 

b) 5\8 x =500. 

c) 3 x ỊVx 2 7 Ĩ - X J -1 

d) x Ipg2^ =x ĩ 3 ^ĩ^_ x ^23 __ 

a) Giải: 

Lấy logarit co sô' 2 hai vẽ' phương trình ta được: 
logT 2*"" _2íí = log 2 ^ o X“ — 2x = lơg-, 3-lox^ — 2x + 1- log 2 3 = 0 


Ta củ À' - l -1 + lugT 3 - log 2 3 > 0 suy ra phương trình có nghiệm 
b) Viết lại phương trình dưới dạng: 

x-1 ^x-1 X—3 

5\8 8 = 500 ^5 x y * = 5 3 .2 2 5 x-3 .2 * =1 


Lấy logarit cơ sổ 2 vẽ, ta được: 


log 2 


x-3\ 


sịX-3 2 X 


= Ooteg 2 (5 K - 3 ) + log 2 


x-3 
2 * 


= 0 


<=>{x - 3}.log 2 5 + ——-log 2 2=0 

X 


<^(x-3)[ log 2 5 + ỉ 

\ * . 


= 0o 


X = 3 


X = -; 


lứ S2 5 


Vậy phương trình có 2 nghiệm phân biệt: X - 3; X - - 


lo ẽ2 5 

c) Phương trình được viết lại nhu sau: 3 X = ị \Ịx~ +1 + X j. Lấy loga 
hai vế ta có: 


cơ sỏ e ca 


ln 3’ 


= In Ị y[: 


X" +1 + X <=> xln3- lnl vx* +1 +x = 0 


ị4x- 7ĩ + xJ 
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Xét hàm số f(x) = X ln3- In^Vx 2 + 1 + X j. 


Ta có: f(x)=ln3— ■ = > lrte -1 = 0 nên hàm sổ í(x) là hãm số đòng 

vx 2 +1 

biến trén R . Mặt khác ta có: f(0)=0 suỹ ra x = 0 là nghiệm duy nhất của 
phương trinh, 
d) Điêu kiện: x>0, 

Dặt log 2 X = t => X = 2*, phương trinh đã cho tro thành: 


c^9 e = 12 l -3* 0 3* +9‘ =12*. 


(2') l0SI, =Ị2') 2 .3'-(2 1 ) 10 ® 23 

f 1 ì 

Chia hai vẽ'cho 12 1 thi thu được phương trình: 4 

\i) 


^ 1 V ^ 3 V 


-1 = 0 . 


\ i *J 


Hàm sổ f(t) — 



-1 


là hàm SỔ nghịch biến mà f(l) = Oot=l là 


nghiệm duy nhất suy ra x = 2. 


3. MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP ĐẶT ẨN PHỤ 

Dè giai phương trình bang phương pháp đặt ân phụ trước tiên ta cần biên 
đối phương trình đó vê cùng co số hoặc cùng sổ mũ . Sau đỏ ta chọn một 
trong các huứng đặt ẩn phụ nhu sau: 


+ Hướng 1: Dặt ct' — ỉ Ị log X — ĩ 

+ Hướng 2: Chia phương trinh cho một sô' hạng cỏ sẵn ( Đối vói phương trình 
mủ) tử dó phát hiện ra ân phụ 

+ Hướng 3: Đặỉ nhiêu ấn phụ rỏi biến đổi về phương trình tích. 

+ Hương 4: Đặt ân phụ không hoàn toàn: 

Ví dụ: Giải các phương trình: 
ĩ 

a) 4 cot í? 2 * + 2 5ÌĨ,2jt - 3 = 0 

b) (7 + 4^) X -3Ị2->/3Ị X +2=0 

c) 22>?+ĩ _9 2* 2+x _|_2 2x+2 =Q 

d) 21og 2 X + logj (l-^/x) = ^log^|x-2Vx + 2| 
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a) Điêu kiện sin X # 0 <=> X ^ kĩĩ, k G z 


n 


Vi 


sin 2 X 


- 1 + cotg X nén phương trình (1) đu ục viết dưới dạng: 


4 cotg 2 x + 2 2 cot ^ v _ 3 = 0 ^ 

Đặt t - 2 aitỊì2x điều kiện t > 1 vì cotg 2 x > 0 <=> 2 ootíỉ2x > 2° = 1 
Khi đó phương trình (1) cớ dạng 

t 2 + 2 t- 3 = 0 o t = 1 .» 2 i< ** 2j ‘=l 
t = -3 

2 51 

<=> cotg X = 0 cbtgx =0 <=> X = -^ + kir,k e z thoa man ("■), 

Vậy phương trình có 1 họ nghiệm X = + kìĩ,k e. z 

b) Nhận xét rằng: 7 + Wã = (2 + s f ;(2 + 73 )| 2 - s ) = 1 

Do đó nếu đặt t - Ị2 + >/ 3 1 điêu kiện t > 0 f thì: Ị2 - yỊỈ) - Ị và Ị 7 + 4 3/3 Ị -1 2 


Khi đỏ phương trình tương đương vói: 

t 2 -~ + 2=0«>t 3 +2t-3=0o(t-Ì)ịt 2 + t + 3Ị = 0o 


t = l 

t 2 +t + 3 = Q(vn) 


<=> Ị2 + 3/3 j =l«x=(l. Vậy phương trình có nghiệm X =0 . 


c) Chĩa cá 2 vế phương trình cho 2 2x 2 ;t 0 ta đưọc: 

2 2x 2 -2x _ -*x 2 -> 

2 4 


2 2x 2 -2x-1 _ 9 2 x--2x-2 + ì =0 ^ ±2*r-m + 1= 0 


>2x“-2x Í 1 -|\ 2 X 


<=> 2-2 -9.2 +4=0 

2 

Đặt t = 2 V x diêu kiện t > 0. Khi dó phương trình tương đương vớt: 


2r — 9t + 4 = 0 <=> 


Vậy phương trình có 2 nghiệm 


"t = 4 

hJ 

X 

k? 

1 

X 

11 

NI 

X 2 -x = 2 

1 <=> 


0 

1 1 

II 

__1 

2* -X _ -J-Ì 

X 4 - X = -ỉ 


x = -l 
X = 2 


X = "1 

x = 2 
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Chú ý: Trong vỉ dụ trên, vì bài toán khang có tham số nên ta su dụng điềũ kiện 

\ 

cho ấn phụ chi là t > 0 và chúng ta đã thấy vói t - ^ VÔ nghiệm. Do vậy 

2 

nếu bài toán có chứa tham số chúng ta cần xác định điêu kiện chặt cho ấn 


7 

phụ nhu sau: X —X — 


ĨỸ 1 ^ 1 _*2 ] 1 

2) 4 4 Hĩ 


d) Điêu kiện: 0< x< ] 

Ta viết lại phương trình thành: 


lơg 2 X 2 - log 2 Ịl - Vx Ị = log 2 ịX - 2 >/x + 2 J <=> log 2 ị ^zr- = log 2 ịx - 2slx + 21 


cọ X 


= ịl-4x^ịx-2\fx + 2 Ị<=>X 2 = ( 1 -Vx j| x + 2|i-Vxij. 


■Ị 

Chia hai vc cho X ta thu được phương trinh: I 


1-Vx 


+ 2 


3 — X "7 

Dặt t = -—— > 0 ta có phương trinh mói 2t~ + t — 1 = 0 cs> 


1 - Vx 

X 

t = -l 

1-1 

2 


1 j 

Do t > 0 nên ta chọn t = ị <=> ——— = 7 o X + 2 x/x -l=0o 

2 X 2 

chọn \fx = — 1 + -Jĩ o X = 3 - 2\Ỉ2 


£—1+42 
Vx =-1 -yỊÌ 


Ví dụ 2: Giải các phương trinh: 

b) >/i + Vi-2 2k =Ị 1 + 2 V 1 - 2 2 * j.2 x 

c) 36* + 54* - 24 x +2(9* - 4*) 2 với X > 0 

d) 9* 2 + (x 2 - 3Ị3-* 2 - 2x* + 2 = 0 


a) 2 3 x -6.2* 


12 


=1 


2 3 (*->ì + 2 x 

Viết lai phương trình có dạng: 


«3 ì 

2 3x -4- 

{ 

-6 

V A / 

X 


2 X J 


= 1 (1). 
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Dặt t = 2 x =>2 3x - 
2* 


ắ=í 2S -ẻ 

2 3x { 2 X 


+ 3.2 2* = t +6t 


Khỉ đó phương Irình (1) cỏ dạng: V + 6t — ốt = 1 ì = 1 <■> 2 X - — = 1 
Đặt u = 2 X ,U > 0 khi đó phương trình (2) có dạng: 


Ll J 

u - — = 1 o u - II - 2 = 0 o 
2 


u = -l(l) 


<=> u = 2 <=> 2 X - 2 <=> X — 1 


II = 2 

Vậy phương trình có nghiệm X=1 

b) Điều kiện 1-2 2x >0o2 2x <1ox<0 
Khi đỏ phương trình có dạng: 

i/l + Vi -sin : 1 = sin tị 1 + 2 V 1 - sin 2 1 Ịo Vl + cost = (l + 2cost}sint 
o V2cos4=smt + sin2t <z> 'ịĩcosị = o Vĩ cosị 1-V2sìn^ 


= 0 




cos|=0(l} 

_3t V2 
sin _ = _ 
2 2 




6 


t = 


o 


2 X = 


2 


2 X =1 


X = rl 
x = 0 


J. ị"x = “1 
ệ [x = 0 


Vậy phương trinh có 2 ngh 

^ IX = U 

c) Phương trinh đurọc viết lại nhu sau: 36 x + 6 X ( 9 * — 4 X ) —2(9 X - 4 X )“ =0 
Đặt 6 x = t >0 ta có: t 2 +(9 X - 4 x )t- 2 ( 9 * - 4 X ) 2 = 0 =>Á = 9 ( 9 *- 4 X ) 2 


Tù dó tìm được: 


t = -2(9 -4 )(L) 
t = 9* -4 X 


Ỉ + Vi 


Giãi phương trình 9 -4 =6 ta thu dược x-ìog^ 

2 

d) Đặt t = 3 X điều kiện t> 1 vì X 2 >0 <» 3*^ > 3° = 1 

Khỉ đó phương trình tương đương vói: t 2 + Ị X 2 - 3Ị t - 2x 2 +2 = 0 


A = |x 2 ~3) 2 - 4(-2x 2 +2| = Ịx 2 + 1 )" 


t =2 
t = 1 - x : 
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Khi đó: 

+ Vói t = 2<=>3 X =2 ox 2 = log^2oX = ±^log-,2 
+ Vói t = l - X 2 <=> 3 X = 1 - \ 2 tíì co nhện xót-: 


!VT>1 

VT=1 

z> i 

o < 

VP>1 

VP = 1 


L 


3* =1 


<=> x = Ũ 


l - x" = 1 

Vậy phương trình có 3 nghiệm X = ±ựlog 1 2; X = 0 


Ví dụ 3: Giải các phương trình: 

|X^-3x+2 _|_£St^+6x+5 _ j |2x^+3x+7 I 

iỏ-5x 


a) 4" 


b) 2 x2_5x+g + 2 1 ”* 2 - 22°- 3X +ĩ 


8 2 X 
c) —-— + 


18 


2*-> + l 2 x +2 2 x_ỉ 4 - 2 1_ * 4 - 2 


d)2 ix -j2 1 ‘-»6=6 


a) Viết lại phương trình dưới dạng: 

jx^-3x+2 ^2x^+6x+5 _ ,ịX~-3x+2 _^2x" 'òx+5 I 


Đặt 


u = 4*~ 


V =4 


2x^+6x+5 


,u, V > 0 . 


Khi đỏ phương trinh tương đương vói: u 4- V = LIV +1 <=> (ư -1)( 1 - v) = 0 


cx> 


LI = 1 

V = 1 


<x> 


j^-3x+2 _ ị 
^2x^+6x+5 _ I 


<=> 


x z - 3x 4 2 = 0 
2x 2 +6x + 5 


c^> 


X = 1 

X = 2 

X = —1 

X = -5 


Vậy phương trinh có 4 nghiệm, 

b) 2 » 2 -5x^ +2 .-x2 =27 - a , +1 ^ 2 ^ +2 ,-^ =2 (» 2 -^K^ 2 ) +1 


o m.2 


x~-3x+ó , n ]-x~ -iX~- 5 x +6 


+ 2 = 2 


+ m 


Đặt: 


u =2* “5x+ủ 


V -2 


l-\ Ẩ 


, u, V > 0 . Khi đó phương trinh tương đương với 






229 




















KhiUỉi phú hi ÍỊUI/Ỉt chuìféit đê PT, hất PT, í í Ị' PT, bát ĐT - Nguyễn Trung Kiên 


(u-l)(v-l) = 0 <=> 

— 

u = 1 

<=> 

V = 1 




c) Viết lại phương trình dưới dạng: 


8 


2 * -ÔX+ÍI 

2 1- * 2 =1 
1 


= 1 




X = 3 
X = 2 
X = ±1 


18 


2 X_I +1 2 1_x +1 2 x " 1 + 2 1 “ x +2 


Đặt: 


u = 2* _1 +l 

V = 2 1_ * + 1 


,u,v > t . 


Nhận xét rằng: u,v = ^2* x +lj = 2 x 1 +2 1 x +2=u+v, 

Phương trinh tương đương vói hệ: 


8 1 18 [ a - „ 

— + — = u + 8v = 18 

u V u + V <=> 1 <^> 

u + V = uv 

u + V = LIV 1 


u = V = 2 


u = 9;v = - 
8 


+ Với u = v = 2, ta dược: 


>X-1 


+ 1 = 2 


2 1_x +l = 2 


<=> X = 1 


+ Với u = 9; V = ^, ta dược: i 
8 


2 x_l +1 = 9 

2 1-x +l =1 

8 


ox = 4 


Vậy phương trình đã cho cố các nghiệm X = 1, X = 4 
Chú ỷ: Củng có thể đặt 2 X - t đế dưa vê phương trình một ấn sổ 

d) Đặt u - 2 1 , điều jkiện u > 0. Khi đỏ phương trình thành: u 2 - %/ư + 6 - 6 
Đặt V =yfũ + 6,điều kiện V > -Jố => Y“ = u + 6 
Khi đó phương trình được chuyển thành hệ: 


u =v+6 2 2 


<r> u 2 - V 2 = —( u - V Ị (u — V) (ư + V} = 0 <=> 

u = 3 


V 2 = ư + 6 

+ Vói u = V ta được: u 2 - ư “ 6 = 0 <=> 


u - V = 0 
u + V + 1 = 0 


u = -2(1) 


o2 = 3 <=> X = 8 


+ Với u + V +1 = 0 ta được; 

-l + x/iĩ 


u + u -5 = 0 <=> 
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u =-—— 

2 

_-l-7ĩĩ 

ti =———— 
u ^2 


_ _* V5Ĩ-1 _ .. t __ %/2Ĩ-l 

« 2 =-1—<=> X = log2 ~— 


( 1 ) 
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Vậy phương trình có 2 nghiệm là X = 8 và X = log 2 —Ỷ—. 

Ví đụ 4: Giải các phuotig trình: 

a) ^3 + log ~y Ịx 2 ”4x + 5jị + 2^5^rìõg2^^-4^T5Ị = 6 

b) log-Ị 2 X 4- ^log-Ị X + 1 = 1 

0 log 5 ị 3 + ylF7ĩ Ị = log 4 {3 x + ĩ) 

Giãĩỉ 

X 2 - 4x +5 > 0 

a). Điều kiộn 3 + log 7 Ịx 2 “4x + 5 j>0 <=> X 2 -4x + 5 <2 3 o-2 2 -4x 
5- log 2 Ịx 1 -4x + sỊ > 0 

<=> 2 - ^29 < X < 2 4 yỈ29Ợ) 
u=^3+log 2 (: 


Đặt 


>) 


điều kiện u, V > 0, 


ỊX" - X + 5 
V - ^5 - log 2 Ịx 2 - X + 5 Ị 
Khi đó phương trình được chuyên thành: 


u + 2v = 6 u = 6 - 2v 

li 2 + V 2 = 8 (6 - 2v + V 2 = 

u = 6 - 
c$ị - 
8 |5v 2 - 

V = 2; u = 2 

e>\ 14 2<=> 

V =—;v = — 

l 5 5 

y 3 + lo 82 l 

^-U>g 2 | 

[x 2 -4x + sỊ 

Ị X 2 -4x + sỊ 

C4 

66 

o 

+ 

__rr^ 

-V 

Ịx 2 -4x + 5j 

^5-log 2 ị 

Ịx 2 -4x + sj 


o ■ 


u = 6 - 2v 
V = 2 

V-H 


14 

5 


o 


log 2 Ịx 2 - 4x + sỊ= 1 
lo S2( x2 - 4x + 5 ) = -^ 




x z ~4x + 5 = 2 

121 <=> 

X 2 -4x + 5 = 2 25 


4x + 3 - 0 


121 

í 2 - 4x + 5 - 2 25 =0 




X - X 


x=3 

I 121 

x = 2±V2 25 -1 
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Điêu kiện: < 


b), Dặt u = ]og 2 X, Khi đó phương trình thành: u 2 + +1 = 1 (2) 

11 + 1>0 

- o-l<u<l. 

1-u 2 >0 

Đặt V = Vu + 1 điều kiện OsvsVỈ => V 2 = u4-1 
Khi đỏ phương trình dược chuyên thành hệ: 


11 =l-v 
2 


ir - V 2 =-(u + v)<=> (u + v)(u - v + l)-0<=> 

V 4 =l + u 
Khi dó: 

+ Với V = — u tã được: 

l-Vi 


ư + V = 0 

11- V +1 = 0 


u -11 -1 = 0 <=> 


u = 


ư = 


2 o ]og 2 X 

1+ Ệ(Ĩ) 


1-S 


I-S 


o X = 2 


+ Với ư — V + 1 = 0 ta được: ir +U-ŨO 

phương trình có 3 nghiệm, 
c). Đặt log s Ị 3 + + 1 j = log 4 (3 X +1) = 


u = 0 
u = -l 


<=> 


log^ X = 0 
1og 2 x = -l 




x=l 

1 - Vậy 

X . = — 

2 


t => ’■ 


3*+ 1 = 4* 


3 + Vĩ* +1 = 5 1 


<=> 3 + 2 e =5*. 


. ^ f i V . ^ .. 

Chĩa cho 5 =>3. + — —1 = 0 . Ta thấy vẻ trái là hàm số nghịch biển , 

\ 5 J w 

hon nửa khi t-l=>VT = 0, Do đó phương trình có nghiệm duy nhất 


t=v=*x = l 

Chú ý: Vói các phương trinh dạng mlog a f{x) = nlôếfcg(x) mà (a,b) = l ta 
thường dặt: mlog., f(x) = nlog b g(x) = m.n.t từ đó quy về phương trinh mù 
theo t. 

4. ử DỤNG TÍNH CHẤT ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM sổ 


Dấu hiệu: 

+ Bài toán phương trình gìáí bằng phương pháp hàm sổ thường có đặc đĩêm 
là luôn đua về dược dạng: f[u(x)]=fỊ v(x)] trong đó hàm số đặc trưng 


thường là hàm đơn điệu tăng hoặc đon điệu giảm trẽn miên xác định D 
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+ Đặc điếm nối bạt nhát ta có thế dè phái hiện là: Troiig phương trình chứa 



Xét hàm số f(x) = 2.3 bS2 * + X -3 = 0 ta có: f (x) = -^-.3 lí>íí2x Jn3 +1 >0 

xln2 


nên hàm số f(x) đồng biển trên (0;+co). 

Mạt khác ta có: f(l) - 0 <=> X - ] là nghiệm duy nhất cua phương trinh. 


b) 


Điều kiện: 


X 2 - 3x + 2 > 0 o 


X<1 
X > 2 


Đặt u = \/x 2 - 3x + 2, điều kiện u > 0 suy ra: 

X 2 -3x + 2 = u 2 o3x-x 2 -1 = 1- u 2 

_. (! Ỹ~ u2 

Khi đó (1) có dạng: log 3 (u + 2) + Ị ^ I =2 

ị I Ỹ "« 2 

Xét hàm số: f(u) = log^(u + 2) + ^ I —2 trên D = [ử; 

1 1 { IỶ U \ íiỴ 

+ Đạo hàm: f = -- " -“.2u “ In ^ > 0. Suy ra hàm sỏ đông biên 

(u + 2)ln3 5 ^5/ 

(I Ý 

trên D = [ơ;-K«), Mặt khác f(l) -logjỊl+ 2)+ ^ -2 — 0 suy ra 11 = 1 là 


nghiệm duy nhất của phương trinh, 

Do đó, phương trinh (2) được viết dưới dạng: 



















KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìịên đê PT, bất PT iiỊ' PT, bát ĐT- Nguyễn TruiiỊỊ Kiên 


Vậy phương trình có hai nghiệm X - 


3±s 


c) f (X) = 6 X + 7 X + 55S0Í 2 - 543x = 12 x +13 X 

<s>f(x) = ó x ln6 + 7 x ln7 H-lllOx -543- 12 X Inx -13 X Inx 

Và f"(x) = 6 x ln 2 6 + 7* ln 2 7 + 1110-12* ln 2 12-13* In 2 13. 
Phương trình 


f "(x) - 0 <=>-|-ln 2 6 + (^-ì In 

v r 2 X u V 

n * J * + * _ L n_A ± 11 


2 — 1110 2 

z 7 + -^ ±: = ln z 12 + 


13 


ln 2 13. 


12* VI 2J 

Ta cỏ vê trái cùa pt là một hàm sổ nghịch biển, vế phai là 1 hám sổ đồng 
biến nôn phương trình trên có nhiều nhất một nghiệm =>hàm số f(x)cỏ 

nhiều nhất một cục trị nên phương trình f (x)=0 có nhiều nhốt hai nghiệm. 
Lập luận tương tụ ta củng cỏ pt f(x) = 0 có nhiêu nhất ba nghiệm. 

Mặt khác í (tl) = f (1) = f (3 Ịl = u nên pt í (X) = 0 có đúng ba nghiệm 
X = 0; X = 1; X = 3 

Vậy phương trình ban đâu có đúng ba nghiệm X = 0;x = l;x. = 3. 
d) Ta viết lại phương trình thành: 


Aặt khácí (0) = f(l) = í(3) = 0 nên pt í(x) = 0 cú 
c=0; X = 1; X = 3 

fậy phương trình ban đâu cỏ đứng ba nghiệm 
a viết lại phương trình thành: 

{x + l)ln^l + — j-xỊx 2 + ljlnỊl + -y =l-x 

<=>{x + l)ln 1 + — J — 1 = XỊ (x 2 +lỊỉn| l + 

<=> X (x + l)lnỊl + ij-l =x 2 (x 2 + l)lnị 1 

í \\ 


Xét f{t) = t| 


t(t + l)ln[ 1 + ỉ 
f'(t) = (2t + l)ln[ l + j|-2 = (2t + l) 

V u 


- 1 với t > 0, Ta cỏ: 


In 


] + 


lì 


2 

2t + l 


Xét hàm số 


g(t)-ln 


«■(*) = - 


1+1 


tj 2t + 1 


ta có 


_Ị_ 4 _ ì 

t(t+í ) (2t+l) 2 t(t + l)(2t + l) : 


hàm nghịch biến. Lại có lim In 

t-K+í 
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<0 vói mọi t > 0 => g(t) là 


= 0 => g(t) > 0 với mọi t > 0 
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nên f{t) là hàm sổ đồng biến. Suy ra í (x) = rị X 2 Ị <=> X - X 2 o 
Vậy X = i là nghiệm duy nhất của phương trinh. 


X = 0(L) 
X = 1 


Ví dụ 2: Giải các phương trình: 

a) log 2 = 2(x - \fx ) 

Vx + 2 

(x-1) 2 2 

b) 8logJ i-=x 3 -18X-31 

ị 2x + l 
2 

I r 1 v _x 

c) 2xỊ-J5Ị x — 2 x.í — j = 2x 2 — 2 x-l 

d) e*+ịx 3 -x)ln(x 2 +x + 2) = e^ 


a) Điều kiện: x>ơ* 

Ta viết lại phương trình thánh: logT 4{x +1) — log-, Ị sf\ + 21 = 2(x — \f\) 

log 2 4{x +1} - log 2 ị\fx+ 2 j = 2{x - >/x) 

<=> log., (x +1) -2(x + 1) = log-, Ị>/x + 2|~2|>/x + 2Ị 
Xét hàm số f(t) = lr>g-> t - 2t với t € (1; +O 0 ). 

Ta có í (t) = — —2 =-=—- ■ - < Ư suy ra hàm sổ f(t) nghịch 

tln2 t t 

biến trên (l;+ao). 

Lại có 

f(x + l) = f Ị\/x + 2 Ị <=> Vx + 2 = x +1 

<=> X - yỊx — 1 = 0 <=> yỊx = * ±JỀ <=> X = 3 4 \Ỉ3 


b) Điều kiện: X > - 2- ;x * 1. 

Ta viết lại phương trình thánh: 

Sỉug^ (x - 1)~ -8log j (2x + 1 ) = (x-lp - 8(2x + 1)-24 
2 2 

v2 í *- 1 ) 2 


o log, (x- l) +3-' 


8 


- log T (2x + 1 }-{2x + 1) 
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Khâm phả bi iỊiiỉỷêì chuìfẻfĩ đê PT t bất PT, hệ PT, btỉt ĐT - Ngưỵềiĩ Tnitig Kiêìĩ 


(x-l) 2 (x-1) 2 

Olog 1 -——- —— ! =ĩog t {2x + l)-(2x + 1ĩ 

o n 

2 2 


Xét hàm sổ f(t) = |og 2 t -t vói t >0 ta có: t'(t) = 


tin 2 


■1 < 0 suy ra hàm sô' 


(x-l) 2 (x -1 )” 

Ta có ỉ ■ = f(2x+l)<=> — ; = (2x +1) 

8 8 

2 F x = 9 + 2yỈ22 

<=>x-18x-7 = 0<=> ,— 

x = 9-2V22 

c) . Điếu kiện: X ■? 0. Chia phương trinh cho 2x ta thu được: 

* _ (-Cr 

=( V 5 )'-( Í ) ■«- 1 - ả = 3 ”* Ề ' s " 1 *’" 1 

Xét hàm so f(t) = 3 l +t với t*0 ta có: f'(t} = 3 t ln3+1 >ơ suy ra hàm số 
đỏng biến trén R \ ỊoỊ. 

Ta có: íI Ị = í (x- 1) <=> 2x~ - 2x - 1 = 0 o I ^ . 

\2xy x=l->/3 

d) . Viết lạỉ phương trình thành: e* -e vx + Ịx 3 -xỊlnỊx 2 + X + 2 Ị = 0 

Ta có nhận xét sau: Nêu f( x ) là hàm sò đông biến trên D mà t(x) - f(y) 
luôn cùng dấu hoặc cùng triệt tiêu vói x-y. 

Tro lại bài toán: Ta cỏ: 


lnỊx 2 + X + 2 Ị = In Ị 


1 

x+_ 
2 


. 7 
+ — 
4 


>ữ,x 3 -X = Ịx- ìlĩị * 2 + x\fx + & 


X ... 


+ Hàm số f(x) = e ỉà hàm dông biến trên R nén e -e cũng dấu hoặc 
cùng triệt tiêu với x — yfx 

+ Ịx 3 -xỊlnỊx 2 + X + 2Ị cung dấu hoặc cùng triệt tiêu với x-lỊx 
Suy ra phu ong trình tương đương với X - ĩfx = ọ X = 0,x = 1 
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Ví dụ 3: Giải các phương trinh sau: 
a) 7 x-1 =1+21og 7 (6x-5) 3 

1. / _ . 2x + l 1 


b)^k>g 2 (x + 2) + x + 3 = log 2 


1+ f 

Xy 


2^/x + 2 


c) 3* 3+x+3 + (X 3 - 3x + lịí 2 *-* 3 - 3 4x+l 

d) Iog 2 (17 Jx7ỉ + 34>/3-x| + X = 2 + log 2 (4 X + 4)1 


Giải: 


a) Điêu kiện X > ~ . 

6 


Đặt y -1 = k>g 7 (5x - 5) ta cò hệ sau: 

7 = 6y ~ 5 => 7 x1 - ?y~ l = 6y - 6x <^> 7 X_1 + 6x = 7? _ỉ + 6y. Hàm số 

7 y_1 =6x -5 

f(t) - 7* * + bt => f '(t) = 7* ' In 7 + 6 > 0 => f(t) đỏng biên =>x=y 
Phương trinh đã cho có dạng: 7 X ! - 6x + 5 - 0 - f(x) 


Ta có f(t) = 7 X 1 ln7 —6;f"(t) = 7 X 1 ln“ 7 >u suy ra f(x)=0 có tôí đa 2 nghiệm 

"x — 1 


ix-1 |_2« 


CÓ f(1) = ế(2) = 0 


X = 2 


Là hai nghiệm cua phương trinh. 


Chú ý: Ta cũng có thê giãi phuong trinh theo cách viết Lại phương trinh thành: 
7 x_l =1 + 61og 7 (6x -5). Ta cộng vào hai vế một lượng 6x—6 thì thu được 
phương trình: 

7 X 1 + 6(x-l)= 6iog 7 (6x-5) + 6ot-5o7 x-1 + ớlog 7 7 x “ í = 6log 7 (6x-5)+6x-5 
sau đó xét hàm số f{t) — 61og 7 1 +1 trên {0;+<JO). 
xe(-2;«o) 

'Jl\ ,/n.^ ...I®* 6 -2;-, kj(0;+'») 

x<= u(0;+oc) V 2 / 

l V 2 ; 

Lết lại là: 

_ ỉ I 1 ! í l\ / 


b) Điều kiện: < 

Khi đỏ pt viết lại là: 


Log 2 ựx + 2-2Vx+2 + x + 2 = log 2 Ị 2 + l|-2Í 2 + ^1 + 

V x) V x; 

Xét hàm sổ f(t) = log? t — 2t + {“, Vt >0 


VịT 
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KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìịên đê PT, hất PT, í í Ị' PT, bát ĐT - Nguyễn TruiiỊỊ Kièií 


■ - 2 > 0 , 


Ta có; ( (t) = —i- + 2t - 2 > 2,1-^— ,2t-2 = 2,1; 
v ' tln2 VtJn2 Vl 

Vậy hàm sỏ f (t) đóng biến trên khoảng (0;+2T), đo đó: 

(l)o f(Vx + 2) = f[ 2 + - <Wx + 2 = 2 + - (2) 

Với điêu kiện x G Ị-2;-Ị]w(0; +x ), binh phương hai vế phương trình (2) 


4 1 T 1 

ta được: X + 2 = 4 + — + —-<=>x -2x -4x-lo 

X X 2 


x = -l 

Z±yỊĩỉ‘ Kft hợp với 


X = 


điêu kiện, ta thấy PT đa cho có hai nghiệm X = — 1 và X = 


3 + *JŨ 


Dê chửng minh f'(t)>0 ngoài cách làm trên ta có thê làm cách khác như 

(2ln2)t 2 -(2ln2).t + l 


saư 


f’(t) = —í— + 2t - 2 = 

v f tln 2 


t.ln2 


Xét g(t) = (21n2j't“-(21n2},t +1 dây là tam thức bậc 2 có 
A'=ta 1 2 -(2In2) = In2(ln2-1)<0 suy ra g(t) = (2In2)r -(21n2 },t +1 > ovt >0 

. , , 2k-Y'l 

c) Chia phương trình cho 3 >0 ta thu được: 

3 2 * -x+ì + X 3 - 3x+2 = 3 X +2x+1 o 3 2x _x+;ì + 2x 3 - X + 3 = 3 K +2x+1 +x 3 + 2x +1 
Xét hàm số í{t) = 3 f + t,teR ta cỏ: f , (t) = 3 t Ln3>0=>f(t) là hàm sổ đồng 
biến trên R* Mặt khác theo đe bài ta có: 

"x = l 


í Ịỉx' 1 - X + 3 Ị = f(x- + 2x4- lị x ? — 3x + 2 = 0 o 


X =”2 


d) Đfêu kiện: -1 < X < 3 

Ta viết lại phương trình thánh: 

log 2 (17^/xTĨ + 34%/3-x) = Iog 2 4 ( 4 * + 4 ) log 2 2 X 

<=> Iog 2 Ịl7>/x + l +34^3-x I = iog-t iị2' + 2 2_x I 

ol7>/x + ì+3W3-x = 4 ( 2 * + 2 2_X Ị 
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2 


= 4 


r-1 


,f‘(t) = Oot=l =>20 < f(t) < 34 


Xét hàm số g(x) = 17\/x + l +34^3-x vói xe[-1;3] ta dề dàng chứng 
minh được: g(x) > g(3) = 34. Kết hợp các điẻLi trên ta suy ra phương trình cỏ 
nghiệm khi và chi khi 


4(2"+2 2 - , ) = 


34 


<=> X = 3 


17[>/x7Ĩ + 2V3-x) = 34 

5. PHƯƠNG PHÁP ĐẢNH GIÁ 

Đê giãi quyết các bài toán dạng này ta cần nắm chắc các bất dăng thức cơ 
bản như: Caưrhy, Bưnhiacopxki. Cóng cụ đạo hàm tù đó có đánh giá phù 
hợp đế tìm nghiệm 
Ví dụ 1: Giãi các phương trình sau: 

a) 3x 2 - 2 lo S2 2x3 + log, X = log 2 (x 2 +1) 

b) Hây tìm bộ ba cảc số thực (x; y; z) với I y 1>1 thoa mãn phương trình: 

'Ịte-Ị 


2 , . ,.3 3 ._v2 . 8 + V 4z -r 


lo £j2(xy) +Jo 8,/3( x 'y +X V Z V 


=n 


2Ị1+2 5 * ) 

f}3x+l 

1 L _ -y* / ](->* 1 o2x \ 

1+2 X 

1+2 2 * y ĩ 


d) >/ 2 . 6 * -4* + ^3.12* -2.8" = 2.3 X 


a) Đíèu kiện x>0,Tacó 2 illi *2 2v = 2x 3 

3x 2 - 2x 3 + log 2 X = ]og 2 (x 2 +1) o 3x 2 2x 3 = log 2 




*c\ m j 


VI X —í - = x + — > 2. (Theo bất đang thức Cauchy) suy ra 

X X 


lo S 2 ! 


X* +1 


> lqg 2 2 = 1. 


Mà l-(3x 2 -2x 3 Ị = 2x 3 -3x 2 +1 = (x-1) 2 {2x + 1)>0 nên suy ra VT<VP 
Dấu bằng xảy ra khi và chi khi X = 1 
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Khiĩni phú hi ÍỊUI/Ỉt chuì/ên đê PT, bất PT iiỊ' PT, bti t ĐT- Ngưỵềit Trung Kiêu 


xy > 0 

b) Điêu kiện xác định: ' 4z - y" > ư o < 


x 3 ỵ 3 + xyz * 0 


xy >0 
4z>y 2 
x 2 y 2 + Z*Q 


(*) 


Vì I y l> 1 => z > ị 
Ta cỏ: 

lo 8 j 5 < x y) + + *yz ) 2 ị ^iog^(xy) + 2ỉog^(x 3 y 3 + + 4 


Mặt khác: 


lử 8^( x y) + 2Io 8^ x ~y + Ỵ ] + 4 = log^(xv) + 2 log^(xy)+21og^ 

. » ^ ^ 2 2 1 
Theo bất đãng thức Cauchy ta có X y + -Ị > XV ta suy ra 

lDg^[x 2 y 2 +jj>Iog^xy, 

lư g^(*y)+ 21 ^ N /ĩ(*y)+ 21 °g > /2 [ *y +~ Ị 


7 7 1 

X y +-7 . 

4 ; 


+ 4 


+ 4> 


lo 8 ^( x y) + 4 lo sj 2 (*y) + 4 =(ĩog^íxy )+ 2 f - 0 

Như vậy phương trinh có nghiệm khí 


4z - y- - 0 
1 

2 = — 

4 

1 

xy=ị 




4z = y - 1 

1 ° 

xy 

J 2 


; ỉo g^( x y) +2=0 


(x;y;z) = 


I;l;l 

2 ; ; 4 


f 1 1 "ì 


7 7 7'.3x 7 77* 

c) PTo —+ —+ —= 2 X + 4 X +8 X 
1 + 2 X 1 + 4 X 1 + 2 X 
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<=> 


( 2 *r | ( 4 T | ( 8 T _ 2 x +4* + 8 * 
4 x +8* 2* + 8* 2 X +4 X ~ 2 


, X 2 V 2 z 2 (x + y+ z) 

Ap dụng bãt dăng thức: — + L — + — >; - — ta có: 

a b c a + b + c 

( 2> ) 2 , ( 4> f , ( gx ) 2 , ( 2 ’+ 4 * +8> ) 2 2 » +4 > +8 > 

4 X +8 X 2 X +8 X 2 X +4 X 2|2 x +4 x +8 x j 2 


Vậy 


(2»f | (4-f | (ej 2>+4 x +8 

4 X +8 X + 2 X +8 X 2 X +4 X 2 


X 2* 

C3-- 


4 X 


8 


4 X + 8 X 2 X +8 X 2 X + 4 X 




2 X 

4 X 

r 

1 

2 * 

4*+8* 

2 X +8 X „ 
o i 

2 X +4 X 

1 + 4 X 

2 K 

8 X 

1 

4 X 

4 X +8 X 

~2 X +4 X 

L 2 X 4- 4 X 

1 +2* 


<£> 


1+4 X = 4 X +8 X 
1 + 2 X = 8 X + 16 x 


o X =0 


d) Chia 2 vế phưcmg trình cho 2 X ta thu được phương trinh: 

\ x 


2 . 


-1+4 3 


V- 



\* 




Đặt t = 


rỵ! 


> 0 ta cỏ phuong trình: yỊĩi - ĩ + >y4t - 3 - 2t 


Theo bất đăng thúc Cauchy ta cỏ 

ựĩĩ^ĩ < = t; ^2 < ?lzỊỊỈ±l 


-1 


2 t — 1 = 1 

Từ dó suy ra VT < 2t * Dấu băng xảy ra khi I »t=t suy ra X = 0 . 

3t 2 “ X 


Ví dụ 2: Giai các phương trình sau: 

a) Jog 1 _ 3£ (2x) + log x (2-2x) = 0 

b) 4 x -2 x+1 +2(2 X - l)sinỊ2 x +y-l) + 2 = 0 


, 1 . 1.1 
c) —-— + —-— + 


-“ T-—■ Ì-- = -- 

1 + 4 X 1 + 6* ỉ + 8 X 1 + 7 % 


vói x>0 


a) Điòu kiện: 0 < X < 1 

Đặt a = logn (1.- x),b = lòg 2 X => a + b = log 2 1 - x) 

















































Khtĩm phá bi íỊiiiịét chuyên ífê PT, bát PT hệ PT, bti t ĐT- \$11 ụền TruiiỊỊ Kiền 


Theo bất đãng thức Can chy ta có: 

x(1 _ x)í íí^ = U a+bílog2 

Ta viểt lại phương trình đã cho thành: 
Iog 2 X + log 2 2 ^ [ọg 2 (1 - x) + log 2 2 n 
]og 2 (l-x} 

1 +a 1+b 






= -2 . 


ỉo 82 x 

= 0 <=> a" + b' + a + b = 0 


o(a + 1)" + (b + 1) “(3 + b + 2|-0. 

Từ điêu kiện: a + b'< —2 suy ra (a +1)~ + (b +1)" -(a + b + 2 }>0. 

, 1 
Dẩu hãng xảy ra khí và chỉ khi: a = b = -TOx - — , 

b) Ta viết lại phương trình thành: 

2 2x -2.2* +1 + 2(2* - l)sin|2 x +y-l) + l = 0 

<^(2* -lỊ 2 + 2(2 !t -l)sin|2 x + y - sĩn 2 (2* +y -lỊ + tos 2 (2* + y -lỊ = 0 

o 2 X — 1Ị + sinỊ2* +y -1Ị + cos 2 Ị 2 X + y -1Ị = 0 
( 2 * -l) + sinỊ2 x +y-l) = 0 
cos 2 ị2 x +y-lỊ = 0 

Do cos~ 12 X + y — IỊ = Cl => sin |2 X + y — 11 = ±1 * 

+ Nếu smỊ2 x + y-lỊ=l=>2 x = 0(VN) 

+ Nếu sin(2 x +y-lj = -l=>2 x -2 = 0 


=>x=l 


X = 1 


X = 1 


sin(y +1) = -1 ^ 1 y = -1 ~ + k2jt(k e Z) 


^ j 1 1 1 3 

c) Trước hết ta chứng minh bất đăng thức: —— + + —- >- - - 

1 + a 1 + b 1 + c 1 - 1 - ^abc 


vơi 


a,b,c > 1 
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112 

Thật vậy: Vói a, b > 1 ta có: ——- + ——— > —-j= (*}. 

a + 1 b +1 Itjĩ 

Bất đấng thúc náy tương đương với ịTãb-lỊỊVã-Vh) 2tũ điều này là 
hiến nhiên. 

Ap dụng (*) ta có: —— + ——- + —-- +-■ ■—- > —== + - , - 

a + I b + i c+1 l + $ibc 1 + ^Sb 1 + i/c.^ãbc 


4 


1 + vVab.vc.yabc 


1 + s/abc 


,,. 111 3 

Từ đó suy ra —— 4 —+ —— >- . 

1 + 3 1 + b 1+c 1+yabc 


Trò lại bài toán 
Ta có: 


J_ Ị ^ 1 _ 3 > 3 _ 3 

1 + 4* 1 + 6* 1 + 8 X tũ?34?~ 1+7 ' 


Dấu bằng xáy ra khi và chì khi 


4 X = 6 X = 8* 


7* =\/l92 x 


X = 0 


BẤT PHƯƠNG TRlNH mũ - LÔGARIT 

Đê giái bâl phương trình mũ , logarit tn cân nắm chắc tính chất 

• Với a >1 thì 

+ a^^ >a^ x ^ of(x)>g^x);a^*- >b of(x)>log a b vói b>0 

+ l°g ( , f (*)>log đ g(x)<=> f(x)>g(x);log a f(x)>bof(x)>a b 

• Với 0 < a < 1 thì 

+ >a^ vt f(x)<g-Ịx);a 1 ^ > b o f(x)<log a b vói b>0 

+ lo s a f ( x )> lo s a s( x )<^ f ( x )<gí’ í )í lo ga f ( x ) >b<s5,f ( x ) <ab - 


Ví dụ 1) Giái các bất phương trình sau 
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Khtịnt yỉni hi íỊíiỉ/êt chuìịêrt ffê PT, bát PT, hị' PT, hti t ĐT- \$Hụền TruiiỊỊ Kiền 



a). Biến dôi tương đương bất phương trình về dạng: 

1 - X <0 


D' 


x<=> 


X - 2x > 0 

1 — X > 0 

x 2 -2x>(l-x) 2 


o X >2 


Vậy nghiệm của bất phương trình là x>2 
Chú ỷ: Đế tránh sai sót không dáng có khi bi én đói bát phương trinh mù với cơ 
số nhỏ hơn 1 các em hơc sinh nén lưa chọn cách biên đổi: 

1 


2 

o 


V* 2 - 2 \ 


< 2 X_1 o 2 


-'Ịĩĩ-ĩx ^ nx-1 


-yfs} -2x <x-lo \/x 2 - 2x >1 —x<=>x>2 

b) Nhận xét rằng: Ị \/ĨÕ + 3j| Vĩõ “3j = 1 w \fĩÕ - 3 = ịyfĩÕ + 3 Ị 
Khi đó bất phương trình được viết dưới dạng: 

(ựĩã + apĩ <Ịx/ĨÕ + 3p3 ò(n/ĨÕ + 3)^ + ^ <1 

X - 3 X +1 X 2 - 5 ^ _ -3 < X < -xB 

x-1 x+3 (x-l)(x..+ 3) [ì<x<s 

Vậy nghiệm cứa bất phương trình là: Ị—3í—x/sỊvJ (l;7i) 

c) . Điềư kiện 2 X -I>0<=>x>0. 


Đật t = y2* — 1, diéư kiên t>0, khi dó: 2 X = t 2 +1 
Bất phương trình cỏ dạng: 
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(t 2 + I - 2 )“ <Ịt 2 + l + 2)(l-t) 2 o(t 2 -l) 2 <(t 2 + 3](l-t) 2 

-Ịt 2 + 3)(r- 1 Ị 2 <Oo(t-l) 2 [(t + 1 ) 2 -(t + 3) 2 JcO 

<^(t-l) 2 (2t-2)<0<=>(t-l) 3 <=> t<l<=> ^2* -1 <lo2* <2ox<l 
Vậy nghiệm của bất phương trình là [0;1) 


d). Chia 2 vế bất phương trình cho 2 X > 0 ta đu ọc: 


Í5 + V2ĨY + Í5-,/2Ĩ 




Nhận xét rằng: 


+ Jĩi) 

X 

5 - Vãĩ V 

2 J 


2 ) 


= 1 . Nên đặt I = 


2 

5 + n/2Ĩ 

l 2 


<5. 


V y 


>0 thì 


/ 




D-y/ĩĩ 


\X 


1 


- —. Khi đỏ bất phương trinh có dạng: 


1 2 T. , ^ n. .5 — "Jĩĩ 5+ \Ỉ2Ỉ 

t + “ < 5 <=> t - 5t +1 < ũ <=> —r— < t < / 

t 2 2 


. 5 -Ự 2 Ĩ J 5 +V 2 Ĩ 

o —-< 


\X 


s+^ĩ 


Vậy nghiệm cùa bất phương trình là: 5 = [ -1; 1 ] 
e). Điêu kiện 5 2x - 4 > 0 o 2x > log 5 4 o x> log ? 2 


Đặt u = 5, điều kiện ư >2, khi đó bát phương trình có dạng: 

u+-,- 2u *>3sỈ5 m, 

Vvr-4 

Bình phương 2 vếbất phương trình (1) ta được: 

2 4u 2 4u 2 u 2 „ u 2 

ir + ^1— 4— r —- > 45<=> — - + 4. > 45 (2). 

u 2 -A Vu 2 -4 « -4 Vu 2 - 4 

2 

Đặt t = . u — ,t > 0 . Khi đó bát phương trình (2) cỏ dạng: 
Vu 2 -4 








































Khảm ỊLĩỉiii bỉ qiiụêi chuỵẻn ác PT, bút PT f hệ PT f btìt DT - Ngtiìfễĩt Tmềig Kiên 


r + 4t-45>0ot>5<=> 


> 5 ■» II 4 -25u" + 100 > 0 


t +4t-«>UOt>DO , > 3 <=> u -Z^U + 1UU > u 

>/ti" -4 

LI“ >20 ĨU>JS \5*>^n x>log 5 %/2Õ 

<=> <=> _<=> _<=> I 

11 “ < 5 u < \/5 5 X >\S log 2 5 < X < ^ 

Vậy nghiệm của bất phu ong trình là S- log 5 2;^ J u|log 5 >/20; +X.Ị 

í dụ 2) Giải các bất phương trình sau 


Ví dụ 2) Giãi các bất phương trình sau 

log'iÍ35”X 3 ) 

a) \7 ——^ > 3 

log(5-x) 

bí ị Iơg , X < log, Ị 1 + 

3 3 


c) Iog 2 4 (x)-]og 1 2 2L +91og 2 ^]<4lọg 1 ; (x) 

2 8 J J 2 


d) log 3 2 x-log 2 (8x).Iog 3 x + log 2 x 3 <0 


a) Điều kiện: < 


0 < a 5t 1 


o -ỉ 


0 < a w 1 
X * 4 


ìog a (5-x)^0 
Bất phương trình tương đương với: log 3 _ x Ị 35 - X 3 Ị > 3 

X <4 

X 2 - 5x + 6 < 0 

k 

4 < X < 5 o 2 < X < 3 


5-x >1 

3 


35 - X 3 > {5 ~ X Ị 


0 < 5-X <1 

0<35-x' 3 <(5-x)“ 


X < 




X“ - 5x + 6 > 0 


Vậy bất phương trình có nghiệm 2< X <3 
b) Điều kiện X >[). Biến đổi bất phương trình về dạng: 

log ] Vx > log J Ịl + ?x-l) <=> -Jx > 1 + \ỉx-ĩ <=> X > Ị1 + ¥x - 1Ị 
3 3 

ox>l + 2|x-l +fôx-lỊ 2 «x-l-ị?x-lỊ 2 -2^x-l>0(2) 

Đặt t = ịy X 1 =>t> “1 do X >0. Khi đo bất phu ong trinh (2) có dạn 1 
ìầỉ i?ầ %ầĩ ềiì m Aẩs*ỹ&A r SX; úờầầ 38SÍSKÌ& ỉ. 
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o 


t > 2 

-1 >2 

X — 1 > 8 

o 

___ o 


t<0 

Íx-1<0 

X - 1 < 0 


X >9 
0<x < I 


Vậy bốt phương trình có nghiệm X >9 hoặc 0 <x < I. 
c) Điêu kiện x>0 

log 2 4 (x) - log 2 _, 2 Ị^j + 91og 2 ịỆ j < 4 log rl 2 (x) 

o log 2 4 (x) -[log 2 X 3 - log 2 «] + 9[log 2 32 - log 2 X 2 < 4log 2 2 (x) 

o Iog 2 4 (x) - [31og 2 X - 3] 2 +9[5-21og 2 x] < 41ọg 2 2 (x). 

Đặt t = log 2 X ta được: 

t 4 -(3t-3) 2 + 9(5-2t)<4t 2 ot 4 - 13t 2 +36<0o4<t ỉ <9 


Cí> 


-3 < t <-2 

/—V 

-3 < log 2 X < -2 

2 < t < 3 

3 < log-Ị X < 2 


1 1 

— < X < — 

8 4 


4 < X < 8 

Vậy nghiệm ciia bất phưong trình lá xe 


(1 1 
8 


;ìju(4;8) 


Chú ỷ: Trong ví dụ trên các em can lưu ý khi thực hiện các phép biến đối sổ hạng: 


l°s 


(Vì 

2 l 8 J 

log, 2 (x) = 


log 


V' 

2V 8 / 

t2 


-,2 


!og 2 


8 


log 2 


8 


-|log 2 x 3 -Iog 2 8 “ 


lo S i (*) 


= [-log 2 (x)] 2 =log 2 2 (x) 


d) Điêu kiện: X > 0. Bích doi phương trình tương đương vỏ dạng: 
1og 3 2 X -Í3 + log 2 X) log-Ị X + 31og 2 X < 0 
Đặt t - log 3 X khi đỏ bất phương trình có dạng: 
f(t) = t 2 -(3 + Iog 2 x).t + 31og 2 X < 0(2) 

Ta có: A = (3 + lơg 2 X)" - 121og 2 X -{3 - log 2 X)*■. 

t = 3 


Do đó f{t)=0 có nghiệm: 
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Do đó (2) tương đương vói: 

(t-3}(t-log 2 x)<0o(log 3 x-3)(log 3 x - log 2 x}<0 


o 


I log 3 X - 3 > 0 
jlog 3 X — log 2 x< 0 
log 3 X - 3 < 0 
log 3 X - log 2 X > 0 


log 3 X > 3 
log 3 x<log 2 x 
log 3 X < 3 
]og 3 x>log 2 x 


o 


X > 27 
[x>l 
X < 27 

0 < X < 1 


o 


X > 27 

0 < X < 1 


Vậy bất phương trình có nghiệm là tập s — (ũ; ỉ ) vJ Ị 27;+* ). 



. t x-2>0 

íi) Điều kiện: { 7 ~ox>2 ( lf ) 

Ịx-1 >0 

Ta có nhận xét sau: 

+) Vx-2 + 4>4<=>log 2 ịsfx -2 + 4Ị>log 2 4 = 20 VT>2 

+) x>2ox-l>lo >/x-l > 1 o , 1 -■ < 1 e> -J— + 8 < 9 

yỊx— 1 yX—1 


<z> log 3 


+ 8 <log 3 9 = 2oVP<2 


ỉ —' 

Ux-l 

Do đó bát phương trinh có nghiệm khi và chi khi: 


VT =2 
VP=2 


o < 


■Vx-2 =Q 


ox = 2 


x = 2 


Vậy bất phương trinh có nghiệm duy nhất x=2. 
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b) Điêu kiện 


3 

X ^ 0;*r 
2 

- „ 1 
-ỉ < X < f 
2 

X >1 


Bất phương trinh được viết lại: 

log 3 \/2x 2 -3x +1 -log 3 (x +1) 1°S3(^ X -3x+lj—log 3 (x + l) 

log 3 yỊlx 2 -3x +1 ,log 3 (x +1) log 3 ị2x~ -3x + lj.log 3 (x+l) 

Td cỏ tính chất sau: Nếu f(t) đồng biến thì ——^^ > 0 tức là f(x) —f(y) 

x-y 

luôn cùng dấu hoặc triệt tiêu với X - y 

Trớ lại bàỉ toán ta có: f(t) - log 3 (t+ 1) lá hám đồng biến và f(0) = 0 nên 
f(t) — f(0) = f(x) luôn cùng dấu hoặc cùng triệt tiêu vói t —0 = t 
Do đỏ: 

*) log 3 (x + 1) cùng dãư hoặc cùng triệt tiêu với X 
*> 1 °g3( 2x2 - 3x+1 ) cùng dấu hoặc cùng triệt tiêu vói 2x 2 - 3x 

*) loga(2x 2 - 3x + lỊ - lpgj(x + ĩ) 2 cùng dẩu hoặc cùng triệt tiêu vói 
2x 2 ~ 3x +1 - (x +1) 2 = X 2 - 5x 

x 2 -5x 

Vậy bãt phương trình da cho tương đương với — - — > Q, 

x(2x 2 - 3x) 


Lập băng xét dấu ta suy ra nghiệm cua bất phương trình là: 


X > 5 

1 

0 < X < ” 
2 

1 <x< ^ 
2 


c) 


Điều kiện: 2x + lằ0ox> 


1 

2 


Viết lại bất phương trình dưới dạng: 2* 4- yịĩx + 1 < ^2,2 2lí + 2(2x + 1) 
















KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìféit đê PT, bất PT iiỊ' PT, bti t ĐT - \$Hụền TruiiỊỊ Kiền 


Đặt 


u=2’ 


điêu kiện u > 0 và V > 0 . 


V = yỊĩxÃ- 1 

Khi đó bất phương trình đuợc biến đổi vô dạng: 
u + V< yỊĩĩr+ĩỹr <=> {u + V)" < ịlu 2 + 2v 2 Ịo(ii-v)‘ >ữ 
<=> u * V <=> 2 X * yỈ2x + 1 


Ta xét phương trình: 2 X = 'Jĩx + 1 o 2“ x = 2x + 1 


2x =0 


2x=l 


X - 0 
1 

X — — 

2 


Vậy bít phương trình cỏ nghiệm X e 


1 

~ì iMa 


HI 


Chú ý: Khi giãi phương trình: 2 2st = 2x +1 ^ 4* - 2x - 1 = 0 ta đà dùng tính 
chất. Nếu f’(x) >0 thi f{x) = 0 có tối da 2 nghiệm 

đ) Viết lại bất phương trình dưới dạng: 

-1 + 5* - 3 > 4l5 2x -10.5* +1 +16 o 4? -1 + 5* -3 > ^ 2 ( 5 ' - 3) 2 + 2 ( 5 * - 1 ) 

~ ũ. = ylỹ -1 >0 


Điều kiện: 5* -1 > 0 <=> X > 0 . Đặt 

V=5 X -3 

Bất phương trinh được bích đôi ve dạng 

u + V > 0 


u + V > yỊĩũ 2 + 2v 2 o ì 
u + v>0 


<=> < 


(u-v) 2 <0 

5*-3>0 

|VFT = 5 x -3 


(u + v) >2u 2 +2v 2 
o u = V « ^5* -1 = 5* “ 3 


<=> < 


5* >3 

-2x 


<3> X = 1 


5-7.5* +10 = 0 


Vậy bất phương trinh có nghiệm X - I 
Ví dụ 3: Giai bất phương trình: 
a) x{3log 3 x-2)>9log 3 x~2 

6 l + log 2 (x+2) 

d) --«- - . 

2x + 1 X 
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c) (X — 1)“ +4\/x 2 “2x -2^2Vx 2 -2x +1 Inị 'Ịx? - 2x j<6 


Giải: 

x{31og 3 x-2)>91og 3 x-2 

Điêu kiện X >0. Bát phương trinh tu ong đương: 3( X — 3)ỉogT X > 2(x — 1) 
Nhận thay x = 3 không là nghiệm của bất phương trình 

THI: Nếu X > 3BPT o Ilog ? X > ^4 

2 62 X -3 

3 

Xét hàm số: f(x) - j log 7 X đóng biên trẽn khoảng (0;+oo) 

g(x) = ——^nghịch biến trên khoang (3; -HX) 

X - 3 

* Với X >4. Ta có:f (x) > f (4) - 3*g(x) < g{4} = 3 => BPT có nghiệm X > 4 

* Với X < 4 . Ta có:f(x) < f{4) = 3;g{x) > g{4Ị ^ 3 => BPT vô nghiệm 

TH2: Nếu 0 < X < 3BPT ị log, X < —ỉ 

2 &2 X - 3 

Xét hàm sô: f(x) = ^Iog 2 X đông -biến trên khoảng (0;+oo) 

g (X Ị = x 4 nghịch biến trên khoảng (0;3) 

X. ’ 3 

* Với X > 1. Tá có: f{x) >f (11 - 0;g(x)< g(l) = 0 =>BPT vô nghiệm 

* Vói X < 1. Ta cỏ:f(x) < f (l) = 0;g(x)>g(l) = 0 => BPT cỏ nghiệm kép 0<X<1 


Vậy bất phương trinh có nghiệm 


x>4 

0 < X < 1 


b). Điều kiện: 


X >-2 

,, 1 
X * 0;x * — _ 

2 


Ta viết bất phương trinh lại: —> logĩ . t2x - 4) 
h b 2x+l X 
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Ta cố f{x) = 


6 x 


2x +1 


có f'(x) = 


6 1 

--—r->OVx*-“ suy ra hàm số f(x) đồng 

(2x +1) 2 


biến trên tập xác định cưa nó. Hám số g(x) • log 2 (2x + 4) luôn đồng biến 
với mọi X > -2. 

Các trường hop có thê xav ra như sau; 

Trường họp 1: xe Ị* —2;—^ Ị . Bất phương trinh đã cho có dạng: 

6 x 


2x +1 


<log 2 (2x + 4)of(x)<g(x) (1) 


_ 1 ) í 1 

Tĩên khoảng “2;-^ thì f(x)>f(-2)-4 còn g(x)<g' —— 

V 2J l 2, 

Nên bất phương trinh (1) vô nghiệm. 

( 1 ì ^ 

Trường họp 2: XE - 4- ;0 . Bất phương trinh đa cho có dạng: 

K. 2 ) 

< lơgi(2x + 4}*» f(x) < g(x) (2). Ta thấy trên khoang —~;0 I thì 

l 2 ) 


2 x + l 

f(x) < f(0) = 0 ; g(x) >g| 


-1 nén bất phương trình luồn nghiệm đủng. 


Trường hợp 3: x>0 ■ Bất phương trinh đã cho trò tlìãnh: 
6x 


2 x + l 


>lơg 2 (2x-í-4)<x>t‘(x)>g(x) {3) 


Nếu X G (0; 1] thì f(\) < f(l) = 2;g(x) > g(0) = 2 nên hất phương trình (3) vô nghiệm. 

12 

Nếu x>2 thl t‘(2)<f(x)< lim f(x) <»-^ < f(x) < 3 còn g{x)>g(2) = 3 nên 

X-H« 5 

bất phương trình vô nghiệm. 

Nếu xe(l;2) thỉ f(x)<f(2) = 2,4 còn g(x)>g(ll= Iog 2 {6) * 2,58. Như 

vậy bất phương trinh vỏ nghiệm. 


Tóm lại nghiệm của bất phương trinh là: s = 


ff° 


c), Điều kiện: X -2x>ŨO 


X < 0 

X > 2 


, Dặt t = Vx 2 - 2x >0bất phương trinh đa 


chơ trở thành: t 2 - 3 + 4t - 4tlnt — 2Int < 0 . 
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f(t) = 2t + 4-4]nt-4--=2t-41nt~-,r(t) = 2-ỉ + 4 = 2 
w t t v 


\ 2 


+ f>0 
2 


Xét hàm so f(t) = r - 5 + 4t - 4t in t - 2 In t với t > 0 tá cố: 

fl 1 

ti) 

suy ra hàm số f(t) đỏng biến. Lại có f’(l) = 0 => f '(t) = 0 có nghiệm duy nhất 
t = l và f(t)> 0«t> l,f'(t)<0 o0<t<l. 

Mặt khác ta cùng có: f(l) - 0 => f(t) > f{l) = 0 . 

Theo đe bài la có: f(t) < 0. 

1 Vs 

Dấu bằng xay ra khi và chi khi t = lox 2 -2x = 1ox= 1 . 


HỆ PHƯƠNG TRlNH MŨ LOGARIT 


Gíài các hệ phuơng trình sau: 



a) 1 

Í3 2 * +2 +2 2y+2 =17 

1 

2 2 N +1 = 3, 2 N =y 2 -2 

, í 1 ) 

|z3 x+1 +3.2 y =8 

*>< 

2y 2 - 3y = 2 2 ^ - 2 

b)j 

4 2x 2 -2 _ 2 2x 2 +y +4 y = ị 
2 2ỵ+2 _ 3i2 2x 2 +y =16 

dị 

1 ạ lo B2( x > r ) - 3 = 2 ( xy ) lửfi2 3 {1} 

|(x + l) 2 +(y + l) 2 =1(2) 


a) Dặt 


11=3* 
V = 2 y 


Giải: 


điêu kiện ư,v >0, Khi đó hệ (!) được biên đổi ve dạng 


9u 2 + 4v 2 = J7 
6u + 3v = s 


ì 


9u -6u + 1 =0 
8-6u 


V = 


1 

u = — 


V = 2 


3* = 


3 <=>1 3 <=> 


2 >' = 2 


t :; 1 

|y = l 


Vậy hệ có cập nghiệm (x;y) = (-1;1) 


b) Viết lại hệ phưong trình dưới dạng: 


í.2Í» 2 -0 2 , 

u ■ ^-4.4 X - J .2>+2^ = 1 

2 J >' -3.4 x3 - l .2>' =4 


(I) 


Đặt 


,* 2 -l 


ư =4' 1 4 . 1 , , 

đieu kiện u > — và V > 0 

V = 2Í 4 


lu 2 - 4uv + V 2 =1(1) 
Khi đỏ hệ (I) được biên đổi về dạng: r w 
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Đê giái hệ (II) ta có thế sư dụng 1 trong 2 cách sau: 

Cách 1: Khử số hạng tự do từ hệ ta được: 4u 2 - 13uv + 3v 2 = 0 (3) 

"t = 3 

Đặt u = tv , khi đo: (3) e> V 2 |4t 2 -13t+ 3 j = 0 <=> 


1 

t = - 
4 


+ Vói t=3 ta được u — 3v do đó: (2) e> -8v 2 =4 vô nghiệm. 

1 * 1 , 2 
+ Vói t = — ỉa được LI = — V o V = 4u do đỏ: (2) <=> 4u =4ou=l 

4 1 4 


u = i 
V = 4 




4 X " _1 =1 
2? = 4 


<=> í 


1=0 


y = 2 


<=> 


Ịx = ±1 

[y=2 


Vậy hệ phnong trình cỏ 2 cặp nghiệm (];2) và (-1:2) 

Cách 2: Nhận xét rằng nếu (u, V) là nghiệm của hộ thì u * 0 


Từ (2) ta được u = 


V 2 “4 
3v 


(4). 


Thay (4) vào (1) ta được 2v 4 - 31v 2 -16 = 0 (5) 


Đặt t = V , t > 0 ta được: 


(5)<4>2r-31t-16 = 0<=> 


t = 16 




o V = 16 o V = 4 


Lt = l 

V = 4 



X 2 1 

4 _1 =1 

X 2 - 1 = 0 ’ 

<=> 4 

<=> i 

o <! 


ro 

|[ 

l.y=2 


c) ì' 


X =±1 

[y = 2 

Vậy hệ phưu*lg trình có 2 cặp nghiệm (1;2),{-1;2) 
2 2 I x 1 + ’* — 3 H 2' X I - v 2 _ 2 
2y 2 -3y = 2^ x l-2 


Giãi: Đặt u = 2 1 điều kiện u > 1 


Hộ có dạng: 


+ VỚLii=* 


2u 2 -3u = y 2 -2 
2y 2 - 3y = u 2 - 2 

o 3(u-y)(u + y - = 

arnađ; 


2(u 2 -y 2 Ị-3(u-y) = -(u 2 -y 2 Ị 


u = y 
y=l-u 

vói: ■* 
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n = y 

2u 2 -3u = u z -2° 


u = y 

ir — 3u + 2 — 0 



ỹ =2 Lừ = 2 


+ Với y = 1 - u , hệ phương trinh tu ang với: 


y = 1—u 

2 u 2 - 3 u =(1 -uf -2^ 


Ỵ - 1 - u 

u 2 - 3u +1 = 0 


vô nghiệm 


Vậy hệ có 3 cặp nghiệm là (0;1), (1;2) và (-1;2). 
d) Điêu kĩện xy > 0 

+ Giải (1): Đặt t = log 2 (xy) => xy = 2 l . Khi đỏ phương trình (1) có dạng: 
9 ( - 3 = 2Ị2‘) h * 2 ’ o3 JI -3 = 2.3 l o 3 2t - 2.3*-3 = 0 (3) 

Đặt u —3*,u > 0, khi đó phương trình (3) có dạng: 


u z -2u-3 = 0<=> 11 _ 3* = 3 <=> t = 1 <=> xy = 2 

u = 3 7 


+ Giãi (2): Ox 2 + y 2 +2x+2ỵ + ĩ = 0<>(x + y) 2 + 2(x + y)-2xy+ 1 =0 

o(x + v) 2 +2(x + y)-3 = 0 (4) 

Dặt v = x + y , khỉ đó phưcmg trình (4) có dạng: 


V 2 + 2v — 3 = 0 


V = 1 X + y = 1 

V = “3 X + y = -3 



ry 

Khi đỏ x,ỵ là nghiệm cùa phương trình: X -X-Ị- 2 =0 vô nghiêm 




X = 2 [y = 2 
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Vậy hệ cỏ 2 cặp nghiệm (1;2),(2;1) 



a) Bi ch đô i tương đương hộ về dạng: 

Ị 2* + 2x = 3 + y V v 

=> 2 X + 3x + 3 = 2^ + 3y + 3 

|3 + x = 2 y +2y 

Xét hàm số f (t) = 2 1 + 3t + 3 là hàm đỏng biến trên R. 

Vậy phương trình (I) được viết dưới dạng: f(x) = f(yỊox=y, 


Khi đó hệ thành: 


x = y 


<=> < 


x = y 


(II) 


[2*+2x = 3 + y [2 x =3-x(2) 

+ Giãi (2): Vế trái là một hám đồng biến còn vế trái là hàm số nghịch biến do 
vậy X = 1 là nghiệm duy nhất cua phương trình này. 

X = y 


Khi dó hệ (0) trở thánh: 


X = 1 


<=>x = y = 1 


Vậy hệ đả chơ có nghiệm X - y = 1 
b) Thay (2) vào (1) ta được: 

2 x -2 y = (y-x)Ịx 2 +y 2 +xy)o2*-2 y = y 3 -x 3 o2 x +x 3 =2 y +y 3 (3) 

Xét hâm sổ f {t} = 2 l + t 3 đồng biến trẻn R. 

Vậy phương trình (3) được viểt dưới dạng: f{x)-f(y)ox=y. 
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Khi đó hệ cỏ dạng: 


x = y 


x = y 


<=> 


x = y 
X = +1 


<x> 


X = y = 1 
X = y = “1 


X 2 + y 2 = 2 ^ I2x 2 = 2 
Vậy hệ có 2 cặp nghiệm (x;y) = (I; 1},(-!;-]) 

c) ĐK: y-x + 2 >0 . Đặt t = x 2 -2y 
PT(l)o4 + 3 l+2 =|4 + 9 t Ị.7 2_t o — 


4 + 3 t+z 4 + 3 2t 


7 t - t 2 


7 2t 


of(t + 2) = f(2t), 


Trong đó f(x) = 


4 + 3 


.X /,yt 


= 4 - + 


3 

\ 7 } 


1 3 


,x € R là hàm sổ giảm (vi 0 < ^; - < 1} 

7 7 


Do đó f(t + 2) - f{2t) <=> t + 2 = 2t t =2, tức là X 2 - 2y = 2 . 

Suy ra (1) <=> 2y = X 2 - 2 

Thay vào pt(2) ta có: 4 X + 4 = 4x + 47x 2 - 2x + 2 o 4 X ' 1 - X -1 + ^{x -1}~ + I , 
Đặt s = x-l 

4 S = s + Vs“ +1 o ln^s + V s “ + lj = sln4; f(s)—ln(s+ V s “ +1) — sln4 ta có 


1 

f’(s) =-— 




£ 


s ” + i - ln 4 - 


+ 1 


\/s 2 +1 


in4 < OVs => f(s) là hàm sổ nghịch biến. 


1 


Ta cỏ khí s = 0 thì f(0) = 0 nên s = 0 là nghiệm duy nhất X = 1; y - - ^ là 


d) Đặt X — 1 — Ii r y — 1 = V ta có hệ 


nghiệm duy nhất của hệ ban đầu 

[u + >/u 2 + I =3 V 
V + >/v 2 +1 - 3 U 
Trừ theo vế hai phương trinh trên ta được : 

u + Vu 2 + 1 +3 U = V + n/v 2 + 1 +3 V . 

Xét hàm số f(x) = X + n/x 2 +1 + 3 x ;f (x) = 1 + x + 3* ln3 > OVx 


í 


=>u = v. 


X +1 


Thay vào (1) ta có 

u + i/u 2 + 1 -3 U lnị u + \/ư 2 +1 j = ư!n3;f(u) = ln{ư +yf\T +l)-ưln3 































A7í<ịjji yhií bi qiiỉfỉt cỉnnỊẻn đê PT, bãt PThẹ PTj bát DT - Nguỵềt I TruitỊỊ Kiên 


1 + 


u 


Ta c6f'(u) = 


& 


+ 1 


u+4u : 


- In 3 


1 


- ln3<0Vu => f(u) là hàm sổ 


+ 1 X 2 +1 

nghịch biến. Ta cỏ khi u = 0 thì f(Ọ) — t’ 1 ' nên u = v=0 là nghiệm duy nhất 
=> X = y = 1 là nghiệm duy nhất của hệ ban đâu. 


Ví dụ 3: Gìài hệ phương trình: 

v) jlog 2 ^ = l + log 3 y 


b) 


d) 


Ịlog 2 ^+3-l + log 3 x 

lũg 3 (2x +1)- log 3 (x- v) = \/4x" 4-4x4 2 - J(x-yỊ 2 +1 -3x" + y~ - 4x -2xy-1 
log 3 (2x) + 4x 2 - \i)C +1 = 1 - 1/2 

4 X 16 + 3i/x + 1 /x 2 +1 = 4 ' ~ + 3ỵjỹ —4 + ^y 2 - 8y +17 

y|x 2 - l ị - 4x 2 + 3x-8 + lnỊx 2 - 3x + 3 Ị = 0 

y 2. x 2 = xỊ±l 

y 2 +1 

31og 3 (x + 2y-j-6) = 21og-)(x + y 4 2) + l 


a) Điều kiện x,y > 0. Bỉ én đối tương đương hệ về dạng: 

log 2 (x + 3) = 2(l + log 3 y) 


2(l+log3x) = log 2 (y + 3) 


(I) 


log 2 (x + 3) = 2(l+log 3 y)^ 
log 2 (y + 3) = 2(l + log 3 x) 

=plqg 2 (x4-3) + 21og 3 x = ]og 2 (y + 3) + 21og 3 y (1) 

Xét hàm số: t'(t) = log 2 (t + 3} + 21og 3 1 

Miên xác định D = {0;+oo) . 

. 1 2 „ . . 1. 

Dạo hàm f( t) = 7--7— —-+ > 0,vt € D => hàm số luôn đồng biển. 

v ' (t + 3)ln2 t.ln3 6 

Vậy phương trình (]) được viết dưới dạng: f(xỊ=f(y ox = y 


Khi đỏ hệ (I) trờ thàmh: ■ 


x = y 


ƠI) 


log 2 + 3 ) = 2(1 + log 3 x)(2) 

+ Giải (2): ■»JC+3=2 2 * I * I( *’ < } ■o.v+3 = 4.2 k *’''' •»jr+3 = 4.2 k * í2,l ° Eỉ ' ! 
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OX + 3 = 4.(x 2 ) 10 ® 32 <=>X + 3 = 4.X 1 ”* 34 <=>X 1 ’ 1 " 834 + 3.x‘ , “ s34 = 4 (3) 

Xét hàm số g(x) = x Ị_[n 83 4 4. 3 1 x -lo 83 4 

Miên xác định D = (0; HK») 

Độo hám:g'(x) = (1 - log 3 4},x -3]og 3 4 .X 1 u,fi 3 4 < ovx e D =>hàm số 

luôn nghịch biến 

Vậy phương trình (3) nếu co nghiệm thì nghiệm dỏ ỉà duy nhất 
Nhạn xét rằng nếu x-1 lá nghiệm của phương trình bói khi đỏ: 

2 1_l °g3 4 +3J 1_ỉo 83 4 -4 <=>4=4 đủng 

* = y 


Khi đỏ hệ (II) trơ thành: < 


X — 1 


<=> X = y = 1 


Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất (x; y ) = (1; 1) 
b) Viết pt thử nhất của hệ thành: 

^(2x + l) 2 +l -(2x + l| : -log 3 {2x+l) = ^(x-y} 2 + l-(x-y) 2 -log 3 (x-y) H 

Xét hàm số í (t) = ^{t)“ +1 -(t)" - log 3 (t) với t>0 

Có f'(t)= . L -ít + -l<4=-2>/2<0 nên f đông biến. 

[ ĩj ^ 

Thếthì n«2x+l=x-y (1). 

Vớipt thử2, xéthàm f(x) = log 3 (2x)+ 4x 2 - v4x 2 +1 vói x>0 
ỉ 


lx 2 + l 


+ — nên t đồng biến 

X 


Có f(x) = 4x 2—3= 

L \4ì 

^ 1 ^ Ị— 1 _ 

= 1 — v/2 nén X = -£■ thoa mãn pt thứ 2. 


Thê thì í 


\^J 


' 1 3 ì 

j --“ là nghiệm của hệ 

2) 

c) Điều kiện: X > 0; y > 4.Đặt z = y - 4,z > 0. Khi đó hộ (I) có dạng: 


Kết họp vói (1) cho ta y - - J. Vậy 
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Hàm f(t) = 4* 2-16 + 3>/t + TrTĨ có 
m) = 2t.4 tĩ ~ 16 ln4+-^= + - F j > 0 ,vt >0 

2>A v?7ĩ 

Và hàm f(t) liên tục trên [0;+x) nên f(t) đỏng biến trên 
Suy ra (I) cổ dạng f(x)=f{z)<^> x = z>0. 

Thếz=x vào phương trinh (2) ta có: x 3 + 2x -12 + ln|x 2 - 3x + 3 ) = 0( 3) 

Đặt g(x)=x 3 + 2x —12+lnỊx 2 -3x + 3|,x>0 

“i 2x — ì 2x" —4x + ^ 

Ta Cỏ g'(x) = 3x 2 + 2 + —T——-— = 3x 2 + —?——->0,mọỉ x>0 

X 2 — 3x + 3 X 2 - 3x + 3 

g(x) đỏng biến trên rữ;+x j và g(2) = 2 nân X = 2 lá nghiệm duy nhất cùa (3) 

Hệ (II) có nghiệm duy nhất X = 2 vả t • 2 nên hệ (ĩ) có nghiệm duy nhất 


(x; y) là (2;6), 



d) Điêu kiện xác định 


Xét hàm số f(t) = e È (t + l),t e [0;+oo)„ 

Ta cố f , (t) = e l (t + l) + e t = e 1 (t + 2 ) > 0 nên đáy là hàm đồng biến. 



(x 2 + l) = e y 2 (y 2 + l) 



Phương trình thú hai của hệ tương dương với: 
31ọg' f (x + 2y + 6) = 2Log 2 (x + y + 2} +1 

p -Ị 

<=> l°S2 (x 2 +2y+ó) =log 2 2{x + y + 2) 2 J 
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Xét hai trường hợp: 
Nếu 


l ~ 1 ) 3 X thay vào (*), ta được {3x + 6) 3 = 2(2x + 2)' 

|y + Iog 3 * = l 


Theo điều kỉện ban đâu thì 2x + 2 >(ậ =>2x+4 >2x + 2 > 0 
Hơn nửa 

(3x + 6) 3 - 2(2x + 4) 2 = (x + 2 ) 2 (27x 4 46) > 0 =>(3x + 6 } 3 > 2(2x + 4) 2 

2 / X 2 , 2 

Do đó (3x46) >2(2x4 4) >2(2x 4 2)~ nên phương trình này vô nghiệm. 
- Nếu X = -y thay vào (*) ta được 

{-x + 6) 3 =2(2) 2 .=>(ó-x) 3 =8»6-x = 2<=>x = 4 
Suy ra: X = —y = -4 thứ Jạỉ thấy thoa mân 
Vậy hệ đà cho cỏ nghiệm duy nhất là (x;ỵ) = (4;-4). 


MỘT SỐ BÀI TẬP RÈN LUYỆN 


1) log 2 


< r 3> x+ 


2 


+ 2 4 =2 


2) 3*.2x= 3*4 2x41 

3) 6 x +l = 8 x -27 x “ l 


2x +1 


4) 2x" - óx 4 2 — log ? ^ 

(x-1) 2 

5) (X 4 2) 2 4 Iog 2 x2 . ^ 4x + 5 = 2^2x4 3 

v2x + 3 

4-ĩỉ + x +xyj4 + y 2 =0 

6W \ r— --- 

,log2 Ịxy 2 “ 3 Ị 4 2 X+1 = yịxy 2 4 X 2 4 4 4 X 


7) 


^ in ( ,+ ỉH i + ỉ ! 

|l | 2 2ỵ + 3xy 
'x xỵ 5y + 6 
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8) log 2 Ịịx 4 - 7x 2 + lỊ - log 2 X - log 4 |2x 2 -lỊ +1 

9 ) logfl ị \fx + Vx“ — l Ị + log Ị \/ 2 x 2 3 x 4 — 0 

2 V 


lữ) k>g 2 -^=— Z~ > 2-(x-'fx) 


11 ) 


12 ) 


13) 


14) 


(1) 

y + log 3 x=l (2) 

4x 2 -y 2 =2 

log 2 (2x + .y)-log 3 (2x-y) = 1 

log 2 \/x+ 3 - 1 + log 3 y 
log 2 Jỹ +3 = 1 + log 3 X 

e x -e y -(log 2 y-]og 2 x)(xy + l) 
[x 2 +y 2 -l 


HƯỚNG DẰN GIẢI BÀI TẬP RÈN LUYỆN 
Câu 1) Điêu kiện: X>Q. 

Đặt t = \/x , khi đó t > 0 và phuong trình tro thành : 


log 2 


ị 2\ i 2 +t-^ 

hi * 2 4 


4 -2 = 0 ( 1 ) 


.. ( 3'\ _ 

Xét hàm số f ( t) - loga t + — +2 4 —2 vói t>0.Tacó 

V 2 7 

I t^+t^ 

f'(t} = ---+(2t + ] ).2 4 .ln2; f 1 {t) >0 vói mọi t >0. 

[ t+ lỳ a 2 

Suy ra hàm f(t) đồng biến trên Ị^O;+oc). 

„1 

Mặt khác i = 0 nên phu ong trình í (t) = 0 có nghiệm duy nhát t = ^ . 

v2 } 2 

c ,.. 1 

Suy ra X = — . 
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3 x (2x-1) = 2x + 1 o3 x = ậ^«3 x -ậí-±ị = 0, 

V / 1 T w 1 


2x-1 2x-1 


Xét hàm SỐ f (X) - 3' - j~ x + ^ vói X * - -Ị-. 

v ' 2x -1 2 


vói X * - — . 

2 


I 




Lập bảng biến thiên la suy ra phương trình f(x) = ơ cỏ đúng hai nghiệm. 

Mặt khác, ta có X = -1 và X = 1 là haỉ nghiệm cua phương trình, 

Vậy nghiệm cúa phương trình là X = “l,x -1. 

Cẳu 3. Phương trình đã cho tương đương vói: 

1 + Ị -2* Ị 3 + Ịs*” 1 Ị 3 - 3 ị -2 X j Ị 3*" 1 ) = 0. 

Chúng ta liên tưởng đến hằng đấng thức 

a 3 + b 3 + c 3 - 3abc = (a + b + c)ếa 2 + b 2 + c 2 —ab—bc—ca I. 

Nếu đặt a = l,b = -2\c = 3 X ~ 1 thì a * b và phương trình có dạng 
n 3 + b ' + c 3 - 3abc = 0 , nên tương đương với a + b+C=Q, hay 

l_2* + 3*-i =t p 

Xét hàm số f(xỊ —1-2* +3* _ỉ trên u . Ta có f'(x) = -2 x ln.2 + 3* -1 In 3; 



Suy ra phương trình ỉ(x) = 0 có khống quá hai nghiệm. Mặt khác, ta thấy 

x = l,x = 2 là nghiệm của phương trình, nên đó là tất cã các nghiệm cua 
phương trình. 

Vậy nghiệm của phương trình là X = 1, X = 2 . 













KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìịên đê PT, bất PT iiỊ' PT, bti t ĐT- \$Hụền TruiiỊỊ Kiền 


Câu 4 


2x +1 

Điêu kiện: _ >Ocv 


Ịx-1*0 1 

_ c=> <x *ĩ 
2x +1 > G 2 


(x-l) 

Phương trinh đã cho tương đương với 

log 2 ; X + ỉj + 2 X + ij = log 2 (x-l) 2 +2(x —l) 2 (1) 

Xét hàm số f(t) - log 2 t + 2t voi t >0. 

Ta cỏ r( t) = ^ - + 2;f'(t) > 0 với mọi t>0. 

' Hn2 w 

Do đó hàm f (t) dông biến trên {0; +00). 

Suy ra x + i j = f(x — l) 2 <» X+ 7 = Ịx — 1ox = 

Vậy nghiệm ciia phương trình là: X — . 


3 ± y/? 


Câu 5- Đĩêu kiện: 2x + 3>0«*x>-^. 

2 

Phương trình đã cho tương đương với: 

(x + 2) 2 +UIog 2 ((x + 2) 2 + 1 j = 2-Jĩx + 3 + log 2 2^2x + 3 (1). 

Xét hàm số f í t) = t + log 2 t với t > 0. 

Ta có: f'(t} = 'l+-——;f'(t)>0 vói mọi t>0. 
t In 2 

Do đó hàm f (t ) đồng biến trôn (0; +00Ị. 

Suy ra (yW tị (x + 2) 2 +1 j = f (2^2x73 ) <=> (x + 2) 2 +1 = 2^2x + 3 . 
o 2x + 3 ~2>/2x + 3 +1 + X** + 2x +1=0 Ị X + 1 Ị” + Ị\/2x + 3 — 1Ị — 0 


<=> < 


X = -ỉ 


<=> X = -1 


■sịlx + 3 -1 

Cách 2: Đật y + 2 = 'Jĩx + 3 , khi đó y + 2 > 0 và ta có hộ phương trình 
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(x+2) +l = 2(y + 2) Ị X 2 44x-2y + 1 =0 
(y + 2) : =2x + 3 |y 2 +4y-2x + l = 0 


Trừ hai phương trinh cua hệ, ta đu ực: 

X 2 -y■ + 6{X-y) = 0o (X -y)(X + y 46) = 0 o* 
y > -2 nên X 4 y 4 6 > 0 . 


x = y _ 3 

. Vì x>- r v à 
X 4 y 46 = 0 2 


X = V 

Với X = y, hệ trờ thành: < - <=> X = y = -1. 

[x z + 2x +1 = 0 

Vậy nghiệm của phương trinh là X = — 1 . 

Câu 6. Từ phương trình (2) cua hệ ta suy ra xy 2 - 3>0ox>0. 

Từ phương trình (1) ta suy ra y < 0. Ta viết lại phương trình thành: 

4-/l + X 


4ì/ĩ 


+ X + XV 


\/ 4 + y 2 =0<»=-^ = -y 1 /4 + y 2 <=> + ^ = -y^4 + (-y) 2 . 


Xét hàm số f(t) = tì/r+ 4 với ỉ >0 ta có: f'(t) = Vt 2 +4 + t - 2 — r > 0 

( 2 \ t \ 

Suy ra hàm sô' f(t) đồng biến. Mặt khác ta cỏ: f ~Ỷ= - f(-vj 

WxJ 

Thay vào phương trình (2) cua hệ ta thu được: 

2 X+1 = Vx 2 4 8 + X c> In ị 2 X+1 Ị = InỊVx 2 +8 +X^Ị 

C3 (X +1) In 2 - ln Ị /x 2 + 8 4 X j = 0 
Xét hàm sô' 

Ị 2 - + ^ 

f{x) = (x+l)ln2-ln| \/x 2 +8 + x],f’{x) = ln2- = ẫ -= ln2- ^=l— <0. 

Vx 2 +8+x V X 2 + 8 

Suy ra hàm số f(x) nghịch biến. 

Mặt khác ta cũng có: f(l) = 0=> X = 1 là nghiệm duy nhất. 

Từ đó tim được nghiệm cùa hệ là: (x; y) = (1; -2) 
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Câu 7. Đặt 



f n 1) 

1 


V = — 

L 

. y 



Phương trình hệ được viết lại thành: 


u ỉn 


1 + — 
u 


= ỉn(l + 2v} 


( 1 ) 


(5 + óv)’ l /l + 2v - 2u + 3u 3 (2) 

Xét phương trình (2) cùa hệ ta có'.(5 + 6v)\fĩ + 2v = 2u + 3u ■ . 

Đặt a=-JĨ+2v => 2v = a 2 -1 ^ 2a + 3a 3 = 2n + 3u 3 . 

Xét hàm so f(t) - 2t + 3t 3 , í'(t) =2 + 9t 2 > 0 => f(t) đóng biến, 

Suy ra a = u u 2 = 1 + 2v thay vào phương trình (I) ta có: 

, ( 2 ) 

uln 1 + - -21nu =0 . 

V 

* 2^ .í 2 ^1 2 2 

Xét hàm số g(u) = ũln ]+— -2lnu =>g’(u) =ln' 1H— — —-—— trẽn 

\uj ^ u J u u +1 

(0;+x). Ta cỏ bất dáng thức quen thuộc: ln(t + 1) < tvt > 0. 

Thật vậy xét hàm số h(t) = In(t+l)-t trên (0;+xJ ta có: h'(t)= 7 ^—~1<0=Í h(t) 

t + 1 

nghịch biến do đó h(t) < h(0) = 0 => đpcm, 

f 2' 


Tù đó suy ra ln 


2 

2 

.1 ũ 

u + 1 


<0. Như vậy hàm số g(u) nghịch biến. 


Lại có g(2) = n u - 2 ià nghiệm duy nhất, Tính đuợc nghiệm của hệ ià 

(*;y) = 


( 2 ) 

r ; 3 


Câu 8. Điều kiện 


4x 4 -7x 2 +1 > 0 


0 < X * —f= 

SỈ2 


Phương trình tương đương đương vói log, 14x 4 - 7x 2 + 1Ị = log-, 2x 


2x 2 -1 


<=> 4x 4 - 7x 2 +1 = 2x 

2x 2 -1 

o4x 2 +~-7 = 2 

2x - — 

.Đặt t = 

2x-i 



X 2 

X 


X 


Khi đó t > (1 và phương trình trớ thành r - 2t -3 = 0 <=> 
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Suy ra có hai trường hợp: 

» 1 _ - 3±VĨ7 

X 4 

1 -3 ± >/Ĩ7 

♦ 2x - — = -3 <=> X = —— 
X 4 


Dổi chiến điều kiện, ta có nghiệm cua phương trinh là 
3 + %/Ĩ7 -3 + \/Ĩ7 

X = ——-. X = X =- - . 

4 4 

Câu 9* Đĩêu kiện X>1. Phương trình tirơng đương 

log 2 Ị x/x + yf)T -1 j = log, yjlx 2 - 3x -4 <=> %/x + \/x 2 - 1 — ^2x 2 - 3x - 4 

-1 + 2^x|x' — 1 j = 2x' - 3x - 4 <=> 2^x|x 2 -1 1 = X 2 - 4x - 3 
^(x 2 -xỊ(x + l) =Ịx 2 - xị-3(x + l) 


o X + X 


<z>2 

nên x+i*0) 


«íìzi_2jíỉzí_ 3 = 0(VÌX>I 


X + ] 


x + ] 


<=> 


x 2 -x 


V x + 1 


= 3 


X 2 — X 


o X 2 - X = 9(x +1) <=> X 2 -lũx -9 = 0 


= -l(KTM) 


V X +1 

X = 5 + >/34 
X = 5 - V34 (KTM J 

Vậy nghiệm cùa phương trình là X = 5 + ^34 . 

_ „ _ _ _ 

Câu 10. ĐDêu kiện yfx +2 w X > 0. Bầt phương trình đã cho tương đương 

X > 0 

À ^Ịk. * V yr 

với 2 logT (x +1) > 2ị X - 'fx Ị + logn I \/x + 2 Ị 

olog 2 (x +1) -2x > log 2 ị sỊx + 2 Ị -2ị Vx + 1 ] (1) 

Xét hàm số í (t) = log 2 (t + 1) - 2t, t G [0; + 0 C-). 

1 


Ta có f'ỊtỊ = 


l-(t + l}2ln2 

2 = , _ , t £ [0; +0C) 


(t+í)ln2 (t + l)ln 2 

Vì (t + l)2Jn2>2ỉn2> 1, vói moi te[ũ;-H») nền f'(t)<0, với mọi te[0;-HXi) 
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Khâm phả bi iỊiiỉỷêì chuifẻfĩ đê PT t hút PTy hệ PTy biĩt ĐT - Nguyễn Tĩiỉtig Kiêỉỉ 


Suy ra f (t) là hàm số nghịch biến trên khoảng £0;+oc). 

Bâ't phương trình (1) có dạng f (x) > tị Vx + ỉ i và x,Vx + l đêu thuộc 
khoáng [0;+■*■), nên bất phương trình (1) tương đương với X < Vx +1. 


1 yỊs /77 14- ^ ,, 3 + 

Suy ra —-C- < sỊx < v ,x > 0 hay 0 < X < — 


Vậy nghiệm của bất phu ong trinh dà cho là 0 < X < 


3+S 


Câu 11. Đièu kiện: 


X +1 > 0 

4-x>0o0<x<4 
X >0 


Từ phương trình (2) ta được: y = 1 — logn xo3^ = 3 l x = —ị—— = — (3) 

Thế (3) vào (O ta được: 

Ị^/x + 1-1 Ị— = <3, *Jx + ĩ -1 = ^4 - X co ỵỊx + ĩ - *JĨ-X + 1 

n - „ íx-2 > 0 X > 2 

oy4-x=x-2o 2 ", <=>x = 3=>y = 0 

4-x = (x-2J [x -3x = 0 

Vậy hộ phương trinh cỏ 1 eặp nghiệm (3:0). 

_ _- ,Ị2x + y >0 

Câu 12, Điều kiện: - _ ■ _ (*) 

12x - y > 0 

Từ phương trình thứ nhất cùa hẹ lấy lỏgarit cơ số 2 hai vế ta được: 
log 2 Ị 4x 2 - y 2 ) = Iog 2 2 co log 2 (2x + y) + log 2 (2x - y) = 1 

^ log 2 (2x + y) - 1 - log 2 (2x - y) 

The vào phương trinh thứ hai ta được: 

l-]og 2 ( 2 x-y)-log 32 . 1 og 2 ( 2 x-y) = lo(l + log 3 2)lơg 2 (2x-y) = 0 
<=>log 2 (2x-y)=0-o2x-y = l 


v . ta , .. ... 14x 2 - y 2 - 2 

Vậy ta cược hệ mới: ị s o ( 

ị 2x - y = 1 


2x + y - 2 
[2x-y =1 


o 


3 

X — — 

^ thoá mãn điều kiện (*) 
1 

y 2 


Câu 13, Điểu kiện x: y>0. Bicn dổi tữơng đương he về dạng: 

log 2 (x+3) = 2(l + log 3 y)^ Ịlog 2 (x + 3) = 2(l + log 3 y) 

's&i&í |lr 2 itt + 1 SSỉ!?) = lo fe( 
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=> log 2 (x + 3) + 2Iog 3 X = log 2 (y + 3) + 21ơg 3 y (1) 

Xét hàm số: f(t) = log 2 {t + 3} + 2log 3 ị 
Miền xác định D = (0 ;-kc), 

1 2 

Dạo hàm f í t) = - - ——I——— > 0, Vt e D => hàm sò luón đông bicn. 

w (t + 3)ln2 t.ln3 

Vậy phương trinh (t) được viêl dưới dạng: f(x) = f(y)<=>x = v 

F 

Khi đóhệ(I) tràthàinh: ' _ (II) 

|log 2 (x + 3) = 2(l + l 0 g 3 x)(2) 

+ Gìâi<2): + 

^x + a^ề-Ịx 2 ) 10 * 32 «x + 3 = 4.x'"« 4 «x Mc> 83 4 + 3.x- |o SS 4 = 4 (3) 

Xél hàm số g(x) = X 1 lo 83 4 +3,x 1 o ® 3 4 
Miền xác đinh D = ( 0;+x ) 

Đạo hàm: g’(x) = (l - log 3 4 ).x lử ^ 34 — 3log 3 4.X 1 ^3 4 < GVx G D =>hảm sổ 
luỏn nghịch biến 

Vậy phương trinh (3) nêu có nghiệm rhi nghiệm dó lủ duy nhẩt 
Vì g( i) = 0=> X = 1 là nghiệm duy nhát. Khi đó hệ (II) trớ thảnh: 

f x = Y # 

' <^> X = y = I, Vậy hệ dã cho cố nghiọm duy nhát (x; y} = (1; 1) 

II 14. Điểu kiện x,y > ọ 


Câu 14. Diêu kiện x,y >0 
Xét phương trình { 1) cua hệ: 

VT > 0 
VP < 0 z 

VT <0 
[VP>0 = 

Vậy X = y là nghiệm cùa í I). Khi dỏ hộ có dang: 

x = y 


Ncu X > y o Iog 2 X > ]og 2 y . khi đó: 1 
Nẻu X < y <=> log., X < log 2 y , khi đó: I 


(I) vô nghiệm 
(l) vỏ nghiệm 



r 

x = y 

* 

II 

* -) ^ w * 

, <=>i 

|x 2 +y 2 =l 

2x 2 =1 

L 

k 


7Ĩ 


Vậy hộ cỏ [ cặp nghiệm (x; y) = 


(11 ì 

siĩsíĩỳ 
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Kỉuiỉỉỉ phá bí quỵết chtiyhĩ ifê PT f biĩt PT, hệ PT t bải ĐT - Nguỵễn TntĩĩỊỊ Kiên 


Phần 3: 


PHƯƠNG PHÁP HÀM SỐ 
TRONG CÁC BÀI TOÁN CHỨA THAM SỐ 

I. PHƯƠNG TRlNH có THAM số 

Cơ sớ phương pháp: 

- Khi gặp các phương trinh có chứa tham số dạng bậc nhất: 

VD: m\/jc+2 + (2m + ] Ị X = 0 (phương trình bậc nhất theo m) 

+ Đặt điều kiện cùa biến:Giả sừ xeD, 

+ Cỏ lập tham số đưa phương trinh ve dạng: m = f(x) X ỄE D (*) 

Chú V trong bước này: khi (hực hiện phép chia ta phai kiếm tra điều kiện 
mau số khác 0 

=> điều kiện đẻ (*) cỏ nghiêm là: Min f(x) < m < Maxf(x) vói xeD. 

Trong một số trường hợp hàm số không tôn tại Max, Min. 

minf(x)->M _ . 

=> điều kiện N c 111 < M 

maxf(x) —> N 

- Nếu thực hiện việc đổi biền số thi cân lưu ý tập giá trị cùa biến mới 
VD: Đặt Vx + 2 + V-Tõc-t vửi Xc[-2;3] 

Ta cỏ: t 2 =5 + 2^(x + 2)(3-x) =>t 2 >5 
Theo bất đằng thức côsi: 

2^{x + 2)(3-x} <x+2+3-x=5 => 5 < t 2 < 5 + 5 ^5 < t <>/ĨÕ 

Khi xét hám số í(t) thì D — >/5; Vĩũj 

lí. BẤT PHƯƠNG TRÌNH CÓ CHỨA THAM SỐ: 


Mà 


Đưa vẻ dạng 


m > f(x) 
m < f(x) 

Chú ỷ: Khi chia hoặc nhàn 2 VẾ bất phương trình vód '1 số hạng thì: 
+) Bất phương trinh không đổi dẩu nếu số hạng đỏ dương 
+) Bẩt phương trinh dõi dấu nếu số hạng đỏ ám. 
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1} Diêu kiện đê bất phương trình m > t(x) có nghiệm XG D ĩà m>mint‘(x) 
với X € D 

2} Điều kiện để bất phương trình m > f(x) đung vòi X e D là m > maxf(x) vói 
xeD 

3) Điêu kiện đê bất phương trình m<f(x) có nghiệm xeD là m < max f(x) 
với xẽD 

4} Điêu kiện để bất phương trình m < f(x) đủng với mọi xeD lá 
m < minf(x) với X e D . 

* Khi tim min, max ] hàm số thì phu ong pháp hiệu quả nhất là dùng phương 
pháp hàm số (xét đạo hãm). Ngoài ra cỏ thế sử đụng các bất đáng thức 
Cauchy, Bunhiacơpxki.... 


* Ta xét các ví dụ sau: 


Ví dụ 1: Tìm m đê phương trình: Vỉ + x + v& — X + 

nghiệm. 

Ị ỉ + x)(8-x) = m(*) có 

Giải 



DK: -1 < X < 8 


Đặt Vl + X + V 8-1 - t . 

Có => t >0;t 2 =9 + 2^(l+x)(8-x) >9 => 9 < t 2 < 18 => 

t 2 -9 t 2 9 

<=> t + -- = m o — + 2t - = m 

2 2 2 

Xét f{ t) = ~ + 2t - — với t £ ỊV; 3 V2 I 

f'(t) = t + 2 > ovt e Ị~3; 3 V 2 1 => f(t) ỉà hàm đồng biến 


te 


3; 



=> maxf(t) = f(3^/2) = Ĩ+ẾỄ, 


min f(t) = f(3) = 3 

, w . 0 _ _. 9 + fy-JĨ 

DK: 3 < m <--- 


Ví dụ 2: Tim m đế bất phương trình: X (4 - X) + m\Ị X 2 - 4x + 5 4 2 > 0 có 
nghiệm xe 2;2 + VsJ 

Giải: 
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Đặt 




4x + 5 = t => t 


-Ặx-ĩf +ĩ>l;t' =—r^ X ấ—>0 




4x + 5 


Vì xe 


2;2 + JĨ\ nên t e[l;2]. 


1—5 


Bất phương trình tuông đương với m > ——— vói t e£l;2j 


Xét l(t) = 


t 2 -5 

t + 2 


le[l;2] 


f'(t> = 2t|t + 2 ) ‘~ + l = *ị±lì±g >ovt[[;2j =.minf(t) = f(I) = ■ 

i*+2) 

__ 4 

=> ĐK là m > - 3 

__ 3 _ 

Ví dụ 3: Tim m để bất phương trinh sau có nghiệm: 

log^ (mx +1) > -2logị Ị-x 2 + 3x - 2 Ị (*) 

9 


4 

3 


Giai: 


ĐK: 


mx + 1> 0 


o < 


mx +1 > 0 
1 < m < 2 


-X 2 + 3x - 2 > ũ 

{*)<=> log 3 Ịmx + ì)> logr.Ị-x 2 + 3x—2] omx> —X 2 + 3x — 3với xe(l;2| 




-x fc + 3x - 3 


_v 2 +3v-3 (-2x + 3)x-(“X 2 -K3x-3) 

Xét f(x) = x +3x - ; xe(l;2); f'(x) = -- Ỉ—L2 -- í 


-x 2 +3 


f'(x) = 0ox = ±v/3 
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DK. đê bẩt phương trinh có nghiệm là m > —1 


Ví dụ 4) Tim m đê phương trinh sau có nghiệm; yỊx* 13x + m + X 1 = 0 


Giải: 

Phương trình o “s/x 4 - 13x + m = 1 - X 


o 


X<1 


p" 

x 4 - 13x + m = (] - X)‘ 


■o - 


X<1 

4x 3 -óx 2 -9x = l-m 


Xét hàm số f(x) = 4x 3 - 6x 2 - 9x với X < 1 


Ta cỏ: f'{x} = 12x 2 -12x-9=>f'(x) = 0o 


3 

X = — 

2 

1 

X = 

2 



Dựa vào bảng biến thiên suy ra phương trinh cỏ nghiệm: 

- „ ^ 5 3 

w 1 - m < — o m > - “ 

2 2 


Ví dụ 5: Tun m đế phương trình: mVx 2 + 2 = X + m có nghiệm 


*■ 1 í 

Giãi 


Phương trình 

lỊVx 2 + 2 - ] I = : 


<=> m| Vx 2 + 2 -1 i = xom=- 


V 


(do >/x 2 + 2 ] > OVx) 


+ 2-1 


\/x 2 + 2-1- 


Xét hàm số: f(x) = 


>/x 2 +2-: 


f'(x) = 




x z + 2 


|Vx 2 +2-i) 
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f'(X) = 


2-Vx 2 


+ 2 


Vx 2 +2|V 


f’(x)^(lox = ±^ 


+2 -1 


Báng biến thiên: 



Điều kiện: X 4 + 8x > 0 o x{x + 2)(x 2 - 2x + 4) > 0 


X < -2 

X > 0 


Ta viết lại phương trinh thành: 

Ự(x 2 +2x)(x 2 -2x + 4) = m Ịx 2 - 2x + 4 ] - 2(x 2 + 2x). 

Chia 2 vế phương trình cho X 2 — 2x + 4 >0 thì bất phương trình trớ thành: 


X 2 + 2x 
X 2 -2x + 4 

Đặt t = 


= m - 2 


X +2x 


X - 2x + 4 


x“ 4*2x 


Ta có g'(x) 


V X 2 -2x +4 

—4x 2 + 8x + 8 


. Xét hàm số g{x) = 


X 2 + 2x 


IX 2 -2x + 4|* 


X -2x + 4 
g T (x) = 0<^>x~l + \Ị3 . 


trên {—x; - 2 ] u [0; +qc) 


Tính được: lim g(x)= lim g(x) = l và g(-2) = g(ơ) = 0;g(l + 7?) = — 3 

X—X—H-» 3 

Ta có báng biến thiên hãm sô' g(x) như sau: 


X 

—ŨO 


-2 

0 


ĩ + s 


+0C 

8 ( x ) 


— 

1 


+ 

0 

— 
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g(x) 


2^3 + 3 


Dựa vào bâng biến thiên suy ra t e 


Bài toán trở thành: 


0; 


0 

2^3 + 3 


Tim m đế phương trình: m = 2r + t có nghiộm t e 


0 ; 


2S + 3 


Vì hàm số f(t) = 2t~+t có f'(t) =4t + l>0 vói mọi t £ 


0 ; 


2V3+3 


suy ra 


f<0)<f(t)<f 


r 2 S + 3 


Vậy phương trình có nghiệm khi và chi khi 0 < m < 


s ^ 17 + 10^3 

i 1 < rri < ---- 



Phương trinh <=> m I Vx" +1 +1 1 = X + 2 o m = - — = f(x) 

vx 2 + l+l 

(do \fxr +1 +1 >0) 

Sô nghiệm của phưong trình chính là số giao điếm của đỏ thị hai hàm số 
y = m và y-f{x) 

Xét hàm số y = f(x), ta có: 

n> 7 - X (X + 2) 

Vx 2 +1 + 1 - f — 

f(x} = 


Â 


X *+2 


Vx 2 + i - 2x + 1 


ụ 


yf + 1 + 1 


Vx 2 í 1 + Ị ì/x 2 +1+1 j 
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f'(x) = 0 <=> 


+ l= 2x-lo< 


xìẬ 4 

2 <=> X = ^ 

X“ +1 = 4x 2 -4x + 1 



Dựa vào bảng biến thiên suy ra: 
Nếu: 


5 

4 phuong trình vò nghiệm 


Nến: 


m < -1 
5 

m = — 

4 => phương trình có 1 nghiệm 

-1 < m < 1 


5 .. 

Nếu: -1 < m < — ^> phương trình có 2 nghiệm phân biệt. 

Ví dụ 8: Tim m đế phương trình sau có nghiệm 

X 2 +m^\í? + X + 1 “^x 2 -x+1 J= Vx 4 + x 2 +1 -2m-7(xe0 ) 


jr m ' íĩf . 

Giai: 

Đặt t = 'Ịỹc + X +1 - ^x 2 -X + 1 coi t là một hàm số của X ta có: 
2x +1 2x -1 (2x + l) (2x-l) 


t' = 


2>/x 2 +x + 1 2%/x 2 - X +1 «J(2x + l) 2 +3 Ậĩx-l) 2 +3 


□ ì 

Dô ý rằng hàm so g<a) = . = có g’(a) = r — >0 mà 


\/a 2 + 


4-3 


2x + l >2x -1 =>g(2x +1) >g(2x - 1) suy ra t’ >0 với mọi X. 
Mặt khác ta cũng có 
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lim (4 

X-MC V 


im ị 4 

-y+òo\ 


X—>+óo 

= lim 

X—H-x 


Ịx 2 + X + 1 - \ị 

x 2 -x + l Ị 

/x 2 + X + 1 -\Ị 

2 

'x 2 -x + l) 


]= lim ■ 2x 1 

' \/x 2 + X +1 + yx 2 -X+ 1 

= Jím_ .— 2 

j = lim , 2x Ị 

; x-++^^ x 2 + x + 1 + ^ x 2_ x+1 


x“ + X +1 + /*‘ - X +1 

= 1 . Suy ra t e (-1;1). 


= -l 


r—--- t* + 2 

Khi đỏ la tính được: X 2 “ vx 4 + x 2 +1 = -—. Thay vào phikmg trình ta 


được; 2m 


t 2 +12 


t + 2 

Xét hàm số í(t) 




r + 12 


t + 2 




2t(t + 2)-r - 12 t 2 +41-12 


(t+2ỵ 




<0 


13 


Ta có f(l) = ỹ;f(-l) = 13 


13 13 

Suy ra điêu kiện để phương trình có nghiệm là \ < m < 

6 3 



jr*-«r ■■ Ị + 

Giải 


Điều kiện: ax + a > 0. Bat phương trình tương đương \/x 2 +1 < a(x +1} 
Nếu a >0 thì X+1 > 0. Ta có: — x + ^ < a 


x + 1 


Nếu a < 0 thì X +1 < 0. Ta cỏ: 

4 


ắ _ Vx 2 +1 


> đ 


Xét hàm số ỵ 


fx 2 + 1 

x+ 1 


X + 1 

với X -1 * Có y' = 


x-1 


(x + \Ỵ 4 


= 0 khi X = 1 


X“ +1 
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Khiĩíỉt phá bí tỊiiyêt chuyên đẽ PT, ỉnĩY PT, iií' PT, bút ĐT- Nguỵễtí Trung Kiên 


Lập báng biến thiên cúa hàm sổ ta có a > -Ẹ- hoặc a<—1 

* Chú ý: Khi đặt ẩn phụ ta phai tim miên xác dinh cùa ấn phụ và giai quyết 
toán ân phụ trên mfèn xác định vừa tìm. Cụ thê: 

+ Khi đặt t = u(x), X e D, ta tìm được te Y và phương trinh f(x,m) - 0. (1) trớ 
thành g(t,m)=0(2). Khi đỏ (1) cổ nghiệm xễDo( 2) có nghiệm t€ Y 

+ Đõ tìm miền xác đính cùa t ta có thế sú dụng các phương trình tìm miên giá 
trí (vì mĩen xác định cùa t chính là miên giá trị cùa hàm u(x)). 

* Nếu bài toán yêu câu xác định số nghiệm thì ta phai tìm sự tương ủng giữa 
X và t, tức là 1 giá trị / e Y thì phương trình u(x)-t cỏ bao nhiêu nghiệm 
xẽD 

Ví dụ 10: Tìm m 4ểphương trinh sau có nghiệm: 

mịyỊx^ĩ + 2\/x 2 -4 j-Vx + 2 = 2x/x 2 -4 

Giải 


Điêu kiện: X > 2 

Ta tháy X = 2 khóng là nghiộm của phương trinh nên ta chia 2 vế phương 

7 


Ta tháy X = 2 khóng là nghiộm của phương trini 

trình cho n/x 2 - 4 , ta được: m J X — \ + 2 - Ẩ-— 

. V X + 2 , V X “ 


=2 n 


Đặt t = ỉị——Ẹ > 0 =“> t* (x - 2 ) = X + 2 => X = —^7 - -> 2<=> —-— > 0<=> t> 1 

Vx-2 x ' t + -l t 4 -l 


Khi đỏ (*) trở thành: mí í+ 2 


2 HU 

-t = 2«m = ^ = f(t) (3) 
2t + 1 w ' 


Thương trinh đa cho cỏ nghiệm w (3) có nghiệm t>l 

Xét hàm sổ f(t) với t>1, có: f'(t) = —— - — I, — > 0 Vt > 1 => f(t) > f( l) = l. 

(21 + 1 ) 


Vậy phương trình có nghiệm khi và chi khi m > 1. 

* Trong các bài toán trên sau khi đặt ẩn phụ ta thường gặp khó khăn khi xác 
định miền xác định của t. ơ trên chúng ta đã làm quen vói 3 cách tim miền 
xác đính của t. Tuy nhién ngoài nhũng cách trên ta còn có cách khác đê tìm 
miên giả trị của t ví dụ nhu 
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Vi dụ II*: Tìm m đế phương trình sau có nghiệm 

(4m - 3)>/x + 3 + (3m — 4 )yfì - X + m -1 = 0 {t) 

Giải: 

Cách 1: Điều kiện -3<X<1 

Phương trình <=> m( 4>/x + 3 + 3ì/ĩ X +1) = 3Vx + 3 + 4\/l -X +1 

3s/x + 3 + 4 'J\ — 1 X +1 


<=> m = J =-T' ' r— =—7 = f(x) ( 2 ) 

4VX + 3 +3V1-X +1 

>£+3 = 2 2t 


Vì ỊVx + 3j + (Vl“x) =4 nên ta đặt 


v/TÕ< =2 


1 + r 

1-t 2 

1 + t 2 


Vói t e[ữ;l] 


Khi đó (2) trớ thành: m 


12t + 8(l-t 2 ] 

1 + 1 +1 2 

7r-12t-9 

ìét+óỊi -t 2 Ị 

1 +1 2 + ] 

~ 5r-16t-7 


= f(t) (3) 


(1) có nghiệm <=> (3) có nghiệm t € [ữ; l] 



Dựa vào bang biến thiên ta suy ra: 

7 .. 9 7 9 

^l = f(l)<f(t)<f(0) = ^^<m<ỹ 






























Khtuỉi phá bí iỊHỊ/êt chiiĩỊétỉ đẽ PT, brtt PThệ PT, ỉiíií ĐT- Nguỵễtí Trung Kiên 


Tại sao ta đặt lì 


2t 


<£+3 = 2- , 

1 + T 

xuất phát từ vân đề lượng giác hoá: 


1 + r 


a 


'ĩ 2 ■y . [X = asma , 

X + y = a ta đặt ^ , tiếp tục đặt t = tan — => -i 

y=acosa 2 


X = a 


2t 


= a- 


1 + r 
J-r 
l + t 2 


Cách 2: Xót hàm số f(x) = f Wĩ X +_! trẽn r_3; |1 

4n/x + 3+3V1-X +! L J 


Ta cỏ f(-3) = f(l) = 7 - . Xét X e (-3; 1) 


Ta có 


f'(x) = i 


-4=--ìí 4^x73 + 3>/Tõí + lì - í-pẰ= - —ì (3^/x+3 + 4>/Ĩ7 x +1) 
lĩVx+3 jỊ-x ]2 _ J_ Wx + 3 2 -i/l-x __ [ 

+ 3 + 3a/1 -X + 

_7 |x + 3 7 ll-x 1 11 1 

2Vĩ-x 2 V X + 3 2^7 2^73 ữ 

[Wx + 3 + 3>/r : x + l] 

7 9 

Suy ra f(x) nghịch biến trên -3;ll tử đó suy ra — < f(x) < ^ nên phương 

^ -* ộ 7 

, , ,. , ì 9 

trình cố nghiệm khi — < m < — 
ô ■ 9 7 


Ví dụ 12: Chứng minh rằng với mọi m>0 phương trình saư luôn có 


nghiệm: log 2 


4 


X + mx +2 

2x-l 


= 2x - >/x^ + mx + 2 —1 


Vì Ịxr + mx + 2 >0 nẻnĐKXĐ:< 


„ ^ 1 
Do m > 0 nên (*) o X > ” 

2 


1 * 

Giải 

2 

X + mx + 2 > 0 
2x -1 > 0 


n 


PTolơg 7 'ịx 2 — mx + 2 + "s/x" + mx + 2 - log 7 (2x — 1) + 2x — 1 (1) 
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Hám SỐ: f(t) - log 2 t + t đồng biến trên {G;+oc) 



/2 2 2 

Nên (!) <=> vx + mx + 2=2x-lox + mx + 2 = 4x -4x + l 


1 



om=3x-4-- = g(x). Lập BBT của hàin g{x) trên 

[H 

ta thấy 

X 

Vm >0 phương trình g(x) = m luôrì có nghiệm X > ■. 



Ví dụ 13: Tim m đế phương trĩnh 4x 2 -2n\x + l = 3Vổx' + 2 x có 
nghiộm thục phân biệt 

đúng 2 


Giải: 


Vói X = 0 phương trinh không thỏa mãn. Từ đỏ ta suv ra điều kiện là X >0 
Khi đỏ phương trinh đã cho tương đương với 

4x 2 +1 _ Ỉ4x 2 +1 . Ỉ4x 2 +1 _ r~" ĩ~.. /r 

^ m( ) đặt 
{Theo BĐT Cauchy) 

Lúc đó phương trinh đầ cho tương đương với m = t 2 - 3t;t > \Zz . 

Nhận xét: Khi t - %/ĩ phương trình ban đầu cớ nghiệm duy nhất X = ^, khí 

với moi giá tri của t phương trình đà cho luôn có 2 nghiệm dương 
phân hiệt , Vì vậy đẽ phương trình ban đẵu có đúng hai nghiệm thi điêu 

kiện lò phương trình m = t 2 - 3t có dứng một nghiệm t*\íĩ 



m > 2 - 3-JĨ 

-9 

m = -f- 

4 


Tử bảng biến thiên suy ra đi'ẻu kiện lá 




















Khiĩíỉt phá bí tỊiiyêt cỉmỉfétỉ đê PT, bõt PThệ PT, ỉiíií ĐT - Nguỵễtt Trung Kiên 



Ví dụ 14: Tìm tham 

ị\fc + Vx-1 Ị 

sổ m đè phương trình sau 

có nghiệm thục: 

-1. 


Giải 

Diiẻii kiện x> 1. Phu ong trình tương đương với: 

Cv m 'Jx + = + *jxịx~ l ) - yfx - a/x -1 

yx-1 v 

<=> + -jẰ= + ệẸIT) =ịl-m)'Jx <=> 1 = I-m 

mtm ^> 

Khi đó 0 < t < 1 PT thành: -^ + f = l- mom = —'\r - 1 4- 1 (2) 

t 2 r 

Phương trinh (1) cỏ nghiệm <=> phương trình (2) có nghiệm 0 < t < 1 
Xét hàm f(t) = — 2 — ,t e(ũ;1), Ta có r(t) = -1 >Ũ,Vt e(0;l) 


r - t-t-1 


BBT: 


X 

0 


1 

í'(x) 

+ 

f(x) 



_ * -1 

-ŨD - -' 




Dụa vào BBT ta có phương trinh có nghiệm<=> m <—1. 



Giải 


Phương trình đã cho được viết lại như sau 


Điều kiện: ~^= + 2x > 0 => X > 0 


14x 2 1 

V 3 + %x 


2 +m=2x+ l 


Binh phương 2 vế phương trinh đa cho tã được: 
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14x i 1 
——— H -—— + m = 

3 96x 2 


vx 


4 - 2x 


2x 2 1 1 .3 ỈJ ÉA . 

4“+— 1 y +m = ỡ=f +4 vx- (â) - 

3 96x 2 &2 


Dặt t = 71 = + 4\lx'"" Theo bất đẳng thức /I V/ —GM ta có t > 4 


V 


Ta có: t 3 = 4r+ -£= +48^)4 +64x 2 =>4r+64x 2 = t 3 -12t 

X 2 «2 


X 

Phương trình (â) trớ thành: m = 4r( t 3 - 12t) +1 = —4 + 77 (ảả) 

96' / 96 8 

Khi t — 4 thi \/4 = 4— o x" 1 = 4r X = —4 

4? 64 

Ta thấy rằng cú mồi giá trị t > 4 thì t = _ 1— +4^4 luôn cho ta 2 giá trị 

Vx 2 

X >0 

Vì vậy phương trình ban đầu có nghiệm duy nhất khí và chi khi phương 

23 

trình (**■) cỏ đứng một nghiệm t = 4 . Thay t = 4 ta tìm được m = ^7 

6 

Ví dụ 16: Định m đế phương trình sau cỏ nghiệm duy nhất: 
ỉog 2 {! 2x -11 +m) = 1 + Iog 3 (m + 4x - 4x 2 ) 


Ị ĩ * 

Giai 


Đặt 12x — 11= t * 


Phương trình đã cho tro thành log 2 (111 +m) -1+ log 3 {m +1 - t“) (â) 

Giá sư phương trinh (ả) có một nghiệm lã t 0 =>-t 0 cũng lá nghiệm của 
phương trinh: 

Vì vậy đfếu kiện cản đẽ phương trình có nghiệm duy nhất là: 

*0 =-*<)=> to =° 

Thay tfl - 0 vào phương trình ta có log 2 m = log 3 3(m + 1) 

J2'Ỹ J lY 

Đặt log 2 m = ĩog 3 3{m +1) = y »■{ =>3.2 y +3 = 3 y « 3Ỉ — j + 3l — =1 


3 

II 

ro 

Ví 

f 2y „Í1Ì 

->3.2- +3 = 3' o3 

7 +3 — 

3(m+l) = 3>' 

l 3 J UJ 


Phương trinh này có nghiệm duy nhất o y = 3 => m = 8 
Diêu kiện đù: Khi m = 8 thay vào phương trinh 
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Kỉuiỉỉỉ phá bí quỵết chtiyhĩ ifê PT f hiĩt PT, hệ PT t btỉỉ ĐT - Ngụỵễtt TntiĩỊỊ Kiên 


Dặt: íog 2 { 1t1 +8) = log 3 3(9 - r) - y 

|lt 1+8 = 2 => 3[9-{2 y -8) 2 ] = 3- v 27 -3 - v = 3(2 y -8) 2 

|3(9-r) = 3>' 

Vì 111 +8 -2 y y > 3 phương trình: 27 - 3 y = 3{2 y - 8) 2 có nghiệm duy 
nhất y = 3 thay vào ta có t = 0 => X = -ị- Thỏa mân điều kiện, 

Kết luận: m—8 

Ví dụ 17: Tim m đê phụơng trinh có nghiệm duy nhất: 

s/x + ýfĩ X + 2mựx(l-x)-2^x(l-x) = m 3 


*) Diêu kiện cần: Già sử phương trình có một nghiệm là; x l) => 1 -x 0 củng là 
nghiệm cùa phương trình, 

Từ đó suy ra điêu kiện cần dê phương trinh có nghiệm duy nhất là: 
X D = l-x 0 »x 0 =l. 


Thay 



li ^ 

vào phương trình ta có: m 


- m = 0 o 


m = 0 
m -1 
m = -1 


*) Diêu kiện đủ: 

+ Khi m-0. Phương trình trở thành: 


2 1 t _ 

= 0 X - 4-. Thoa mãn điêu kiện. 
2 


Vx Wl - X -2^x(l-x)*=0oỊ^s/x - iỉĩ-x 

+ Khi m = 1 * Phương trình trơ thành: ^/x 4 - Vl -X + 2jx(l — x) — 2^x(l - x) = 1 

Do thây phương trình có 2 nghiệm là: x = 0;x = ì nên suy ra m -1 không 
thóa mãn điêu kiện. 

+ Khi m - -1 .Phuong trình trở thành: 

yfx + Vl — X - lyịx (1 - x) - 2^x(l -x) =-l w Ị Vx - \Ị'Ỉ -X 1 + I \/x - \/ì -X j = 0 




[ Vx - V i - X = 0 1 . V* ^ 

, _ . _ <z> X = “ . Thỏa mãn diêu kiện. 

ịìfe-ịfr^=o 2 



Kô't luận: Phu ong trình có nghiệm 


nhất khi m = 0; m = l 
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X 3 + 3x 2 -1 <a ỊVx -“v/x -11 

Giải 

Điêu kiện: X > 1. Ta viết lại bất phương trình thành: 

Ị \/x + Vx — 1Ị (x 3 + 3x 2 -11 <aỊ-v/x - Vx -1Ị I Vx + -1 Ị' 

<=> Ị vĩ + yỊx -1Ị ị X 3 + 3x 2 -lỊ < a 

Xét hàm số f(x) = (x 3 + 3x" - + Vx - ] ) 3 vớĩ X € ị 1; +oc| 

Ta có 

f'(x) = |3x 2 + 6x -1)(Vx + >/x ”1 Ị" 

+ |(^ + V^ĩf[- j L + - i ~J(x 3 + 3x 2 -l)>0 

xe^l;+cũ). Nhu vậy hàm số f(x) đong biến trên I 1;+X' )=>£(t)>f(l)-3 

Suy ra bất phương trinh có nghiẹm khi a>3 
111. Hệ phương trình, hệ bât phương trình 
1. Diêu kiện đế hệ có nghiệm duy nhất 

Khi gặp các bài toán t’im điêu kiện đế có nghiệm duy nhất ta thường dùng 
phương pháp điêu kiện cần và đủ đế chi ra các giá trị tham sỏ cỏ thê thoà 
mân sau đó thứ ]ại( Kiếm tra điều kiện đủ) đế kết luận 
Đíêm mấu chốt của bài toán là kiểm tra tính dối xứng của nghiệm dc suy ra 
điêu kign cân 


* Ta xét ví dụ sau: 


Vi dụ 1: Cho hệ phu ong trinh - 

yỊx +1 + yỊy -1 = a 

X + y = 2a +1 

Tìm a đè hệ có nghiệm duy nhất 


Giải: 


Đỉều kiện cân: Giả sử hệ có nghiệm (x;y) suy ra (y-2;x + 2) cùng íà 
nghiệm của hệ. Đê hệ có nghiệm duy nhất thì diều kiện cán là X = y ~2 khi 


dó hộ có dạng 


^ + ^.J à oN'? = NV 2M = 

y-2 + y = 2a + l 2y - 2a + 3 


























Khiĩíỉt ffhã bí iỊHỊ/êt cỉniỉfétỉ đê PT, ỉníY PT, iií' PT, biĩt ĐT - Nguyễn TrnnỊỊ Kiên 


a> 0 


<=> 


C5- a 


— 2 + \[ò 


[a — 4a + 2 = 0 

Vậy a = 2 + Vfr là điêu kiện cần đê hệ cỏ nghiệm duy nhất 

Vx + 1 + Vy -1 = 2 + Vó 


Điêu kiện đù; Vói a = 2 + Vò hệ có dạng 


Đặt 


u - v* +T [u + V = 2 + Vé 
v-tỊỵ-Ĩ [u 2 + V 2 = 5 + 2>/ó 


x+y = 5+ 2 Vó 


Giải hộ ta có u = V 


2 +Vố 


6 + 4 Vó 
4 

14 + 4yỊế 


Là nghiệm duy nhất cua hệ 
Kết luận a = 2 + Vé . 


Ví dụ 2: Tun m đè hệ bát phu ong trinh sau có nghiệm duy nhất, 

x + y + Jĩxỹ~+m > 1 
X + y < 1 

Gíáĩ 

Điêu kiện can: 

Giả sir hệ cỏ nghiệm (x;y) suy ra (v;x) cùng là nghiệm 
Dẽ hệ có ngiệm duy nhát điêu kiện can là X = y 
Khi đó hc có dạng 


2x < 1 

2(x-1) 2 < rn +1 




m>2(x-ir-l 

X-1S-Ì 

2 


<=> 


m > 2(x -1; — 1 

{X -1) 2 > 1 

4 


1 

=> m > — _ 

2 


Diều kiện đu: 

Ta xét hai trường họp: 

1 


X + y < 1 


*) Vói m=~r hệ có dạng T, , ĩ hệ có nghiệm duy nhất 

2 (x- 1 ) 2 +(y- 1 ) 2 <^ 

X = y = Ỷ . Vì đường thăng (d):X + y 1=0 tiếp xúc vói đường tròn 

(x — l) 2 + (y -1) 2 = V tại một điểm X = y = -^ 
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*) Vói m > ^ . Hệ có vô sổ nghiệm 


, 1 

y-i 


Thật vậy chọn X = Ỷ => < 


1 

(y -1)' < m + — 

. 4 


/ 3 _ 1 

- Jm + — < m < — 
V 4 2 


Rõ ràng cớ vú số giá trị y thoà mân 
Kết luận m 


Ví dụ 3: Tim các giả trị của tham sổ m để hệ phương trình sau có nghiệm 

thực duy nhất: 

Ậ 1 + x)( 1 + y) = X + y 

2 ? 

X + y = m 

L * 


-" 1 ! ỉ * 

Giải: 

Giả SŨ hệ có nghiệm (x 0 ;y 0 ) suy ra (y 0 ;x 0 ) cũng là nghiệm cùa hệ. 
Do đó để hệ phương trinh cỏ nghiệm duy nhất thì y t] = Xq 
Thay vào phương trình (1) cua hệ ta có: Ịl + X -2xox-l. 

Thay X = y = 1 vào phương trinh (2) =>m-2 

J(l + x)(l + y) = x + y 
Khi m =2 thì hệ trở thành \ 

2 , 2 _ - 




TỚ + y = 2 
X + y = 0 


x + y > 0 

] + (x + y) + xy = (X + y)“ o " hoặc 

(x + y) 2 -2xỵ = 2 

De thấy hệ có 3 nghigrn (1; 1); (-1; 1) (1; I). 
Vậy không tồn tại gíá trị m thoá mãn. 


x + y = 2 
xy = 1 


Ví dụ 4: Tim m đế các hệ phương trình sau có nghiệm duy nhất: 


1) 


X — y — V + m 
y = X 2 - X + m 


2 ) 


3x 2 — y 3 — 2y 2 + my 
3y 2 = X 3 - 2x 2 + mx 


Giải: 

1) Điêu kiện cần: 

Giá sử hệ có nghiệm (x;y) suy ra (y;x) cũng là nghiệm cua hệ. 

Do đó đê hệ phương trình có nghiệm duy nhât thi y = X 
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Thay vào hệ ta được; X 0 - 2x 0 + m = 0 pt này có nghiệm duy nhất 

<=> A' = 1—m = 0 <=> m = I 
Điêu kiện đù: Vói m = l hệ trò thành: 

2 

x = y-y + l 7 7 _ _ _ t ,2 , 'v 2 

, - => X 2 + y - 2x - 2y + 2 = 0 o (X - ]) + (y - 1) = 0 <=> X = y = I 

y = X 2 — X +1 

Thư lại thây thỏa mãn hệ. Vậv m - 1 là giá trị cần tìm. 

2) Điều kiện cần: Giả sử hệ cỏ nghiệm (x 0 ;yy) suy ra (y^Xụ) cũng là nghiệm 

của hệ. 

Do đó đế hệ phương trình có nghiệm duy nhất thi Vfl = Xq 


Thay vào hệ ta đưọc: xịỊ - 5xy + mx Ll =0(1) 




x 0 - 0 


xị - 5x ư + m = 0(*> 


(1) cỏ nghiệm duy nhất thì (*) phải vó nghiệm hoặc có nghiệm kép X - 0 

A = 25- 4m < 0 

í _ _ 25 

<=> i = 25-4m = 0om>-7 

;; 4 

[5 = 0 

_ 25 

Diêu kiện đù: Vói m > — ta có: 

4 

3x 2 =yỊy 2 -2y + mỊ = y^(y-lf >m 

3ỵ 2 = XỊ X 2 -2x + m Ị = X (x -1)“ + m -1 j 

Cộng hai phương trình của hệ vói nhau ta dược: 
xỊx 2 -5x + + yịy 2 -5y + m Ị=0 


] 


» X 


f- 


5) 

2 


+ m - 


25 


+ y 


y~ị ] 


+ m 


25 


= 0 c^> X = ỵ = 0 


25 


Vậy m > “ là những giá trị cần tìm. 
4 


Ví dụ 5: Chửng minh rằng hệ sau LỚ nghiệm duy nhất vứĩ mọi đ : 
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2 


2x 2 = y + — 

■; 

y 


2 


-2 ã 

2v = X + -— 


X 


Giải 

ĐK: x f y ^ 0 .Từ hai pt của hệ suy ra X' Ỵ > 0. Hệ tương đương: 


2 2 

2x y = y +a i ì ?? / w_ V 

, 2 2 =>2*y(*-y) = y -* «(*-y)(2*y + * + y) = ° 

2y x = x + a 

<=> X = y (do x,y > ũ => 2xỵ + X + y > 0 ). 

Thay vào hộ ta đưọc: a 2 = 2x 3 - X 2 = ỉ (x) (*) 

Xét hàm SỐ f(x) = 2x 3 -x 2 với x>0. 

Ta có f(x) = 2x(3x-J j=*f(x) = 0<»x = ị 

3 1 lị 


, t ( 

Mà f(0) = Ư;f 

Ị| 

Vậy hệ đã cho 

l'] 1 2 

= ——— và a >0 nên pt(*) có duy nhất một nghiệm. 

3) 27 

luòn có nghiệm duy nhất vói mọi a*0. 

Ví dụ 6; Tim m 

đô hộ phương trình sau cỏ nghiệm duy nhít 

2x 2 y + 2x 2 - y 2 - 2y = m 

2 2 

2xy + 4xy — X + 2x = m — 1 


Giải 


Hệ phưong trinh 


o < 


2x 2 (y+ I)-(y 2 + 2y +1) = m -1 2x 2 (y + l)-(y + l) 2 = m-l 

2x(y + 2y +1) - X +1 = m 


2x(y +I) 2 -x 2 =m-l 


2x.t 2 - X 2 = m - I 


Đặt y + I = t hệ phương trinh trở thành: 

Diêu kiện càn: Gọi là một cập nghiệm cua hệ 


2x 2 .t-1 2 = m-1 


^ |2x 0 2 .t 0 -t u 2 = m-l (1) 

(2) 















Khtuỉi phá bí iỊHỊ/êt chiiĩỊétỉ đê PT, brtt PThệ PT, ỉiíií ĐT- Nguỵễtí Trung Kiên 


Hệ phương trình trên là một hệ đối xứng nên nếu hệ có nghiệm (x ử ;t fl ) thi 
hệ cũng có nghiệm (t t> ;x 0 ) <=> hệ có nghiệm duy nhẩt x 0 = t 0 thay vào 

một phương trình cùa hệ ta có 2 xq - x n 2 +1 = m (3) 

Mặt khác vì hệ có nghiệm duv nhất nên (3) có nghiệm duy nhất. 

Xét f(x 0 ) =. 2x 0 3 - x 0 2 +1 ta có 


í (*£)) - ó* 0 - — 2 xq - 2x 0 (3x 0 -1) - 0 o 


x O =0 


x n =■ 


3 


sf(xu)<:f(0)o-;ặs/(x 0 )<l 


SỐ nghiệm cljlì( 3) là số giao điểm cua dồ thị hàm sổ y = í(Xq ) và đuòng 

m > I 

tháng y = m => (3) có nghiệm duy nhất 


m < 


26 

27 


Tóm lại điêu kiện cần đỏ hệ cỏ nghiệm duy nhất là 


m > 1 
26 


m < 


27 


Điều kiện đủ: 

2^ 

Với m < hoặc m > 1. ta có hệ phương trinh tương đuơng vóỉ 


(x- t){2xt + x +1) = ơ 
2x 3 - r + 1 = m 




t = X 

2t 3 -t 2 + l = m 


(ỉ) 


hoặc 


-X 


t 

2* + l 

< x 2 (4x 2 +2x+1) 


(II) 


= 1- m 


(2x+ir 

Vói m > l thì {[) có nghiệm duy nhất và (lỉ) vò nghiệm nên hệ có nghiệm 
duy nhất. 

Vói m < thi (I) có một nghiệm duy nhất, Lập hang biến thiên ta suy ra 

nghiêm đó là nghiệm âm. 

x 2 (4x 2 + 2x +1) 


Xét hàm số f(x) - 


(2x+ir 


— 1 + m . Là hàm lièn tục trên fO;+oc ) 
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Mặt khác ta có f(0) = m— 1 < 0; lim f(x) = -H)0 nẻn phương trình í{x) = 0 có 

jỄ->+oo 

ít nhất một nghiệm dương. Do đó hệ (II) cỏ ít nhất một nghiệm. Vì vậy hệ 
ban đầu có il nhất 2 nghiệm. 

26 

Do đỏ m < ^ không thỏa mãn yeu cầu. 

Tóm lại để hệ cỏ nghiệm duy nhất thì m e(l;+-x) 

2) Điêu kiện đê hệ có k nghiệm 

Khi gặp các bài toán dạng này ta thường làm theo cách: 

- Đặt điều kiện cua 1 ân (nêu có) 

Biêu diêh một ấn theo ân còn tại 

- Đưa hệ phương trình về dạng 1 phương trình tương đương sau đó tìm điều 


kiện đế phương trình có k nghiệm 
* Ta xét các ví dụ sau: 


Ví dụ 1: Tìm m đê hệ phương trình: 

3(x+l) 2 + y^m = 0 , . 

' _ 2 có 3 cặp nghiệm 

phân biệt. 

x + ^xỹ=l 


Giải 


X <1 

Ta có: x + yỹỹ =1 o -Jxỹ = 1-x x 2 

y=— 


2 X + 1 {do X = 0 không là nghiệm 
X 


phương trình) 

y )(* _ 2x + 1 

Thav vào phương trình thú nhất ta được: 3x + 6x + --—-- = m - 3 (a) 

X 

Hệ cổ 3 cặp nghiệm o (a) cỏ 3 nghiệm phân biệt thoa mãn X < 1. 

Xét hàm số f(x) = 3x 2 + 6x + x _ r 2x *' 1 = 3x 2 + 7x - 2 + — với 

X X 












Khiĩíỉt ffhh bí iỊHỊ/êt cỉniỉfétỉ đẽ PT, biĩt PThệ PT, bút ĐT - Nguỵễn Tmtíg Kiên 



<=> 


< m - 3 < 9 
3 

- _ . 27 

-7 < m - 3 < 

4 


<=> 


20 

-2- < m < 12 
3 

, . 15 

-4 < m < 

4 


Vậy < m < 12 hoặc —4 < m < - ĩà những giá trị cân tìm. 

1 A 11^ 4 



Giải 


Điều kiện x,y > 0 

Đặt t = yfx => Jỹ = 3 -1; \ ~=>2^t<3 
v ' Ịy >0 


Khi đỏ (2) tro thành LĨ > >/t 2 +5 *f ^t 2 - 6t +12 = f(t) (3) 

Xét hàm sỏ' f(t) với t e [2; 3] ta có 

fVt)= , * +--F ~ = ; f'(t) = 0 *» ỉ\Ịt*~- 6t + 12 = (t + 3)\/r +5 

/t 2 - 6t + 12 
<=>2t 2 - 30t + 45 = 0: PTVN 
Ta cỏ bàng biến thiên sau 


m 


m 


^ỉhi+s 


Hệ có nghiệm khi (3) có nghiộm > 5 

Chú ý: Nếu câu hói la hệ nghiệm đúng với mọi x>4 thì điều kiện ỉà 

aZ<JŨ+S' 
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Ví dụ 3: Tìm m đê hệ phương trình sau có nghiệm: - 

x 2 ^y +1 -2xy -2x = 1 

X 3 - 3x - 3xy = m + 2 


Đặt z = yịỹ + 1 => z > 0 => HPT <=> 


Giải 

X 2 Z - 2xz‘ = 1 


X 3 — 3xz“ = m +2 
Ta thấy z = 0 không phái là nghiệm suy ra z > 0 đặt X = tz ta có 

’t<0 


|z 3 {l 2 -2t) = l 
|z 3 (t 3 - 3t) = m + 2 


vì z > 0 


t >2 


Chia hai phương trình của hệ cho nhau ta có 
t 2 -3 . t 2 - 4t + 3 


m + 2 = f{t) = 


t - 2 


f'(t) = 


0 * 2 ) 



Ví dụ 4: Ttm m đê hộ phương trinh 

, 1 
sau có nghiệm (x;y) thoa mãn X > “ — 


*>! 

y 

(1) 


2x3+1 

(2) A* 


———-— - 2m + 1 

y(x-y) 


Giải 


Tacó — >1 nên y(x-y) >0, Đặt a = v(x-y){a>o) 

Phương trinh bậc ha i án y: a = y ( X - y Ị <=> y 2 - xy + a = 0 

1 2 
Phương trình có nghiệm ầ — X 2 - 4a > 0 hay a < 
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Phương trinh (2) cua hệ C 5 - 


2 x 3 + ỉ 


X 

— 2 m +1 hệ cỏ nghiệm nên a < —— 

4 


Suy ra 


2 x 3 +1 2 ni +1 


thì hệ đa cho có nghiệm X > 

4 ‘ * 2 


1 


Do đổ điều kiện lả: - — - - 


> min f{x)với f(x) = 
xeị“ 1 ,-HcỊ 


2x 3 +1 


Ta có: f’(x) = 2—^ = a<^* = l>-^ 

X 3 2 

/ « X f 

f (x Ị đồng biến trên mói khoang I —-;;0 và (l;+oc Ị nghịch biến trên ( 0 ; 1 Ị 

\ 2 / 


Mà f 


Tông biển trên mỗi khoang I —;;ữ và ( 1 ;+K 

V 2 J 

77 ì = f í 1) = 3 nên min J (x) = 3 . Do vậy 
^ 2 X 12^ C0 ] 

' [l tí' mAri rt\ f Ki f'Art l-^i V _1 ĩ K L \ 


2m + 1 ^ ^ 11 

——— > 3 hay m > — 
4 J 2 


*ẵ 


Mặt khác vói mọi m > — thi tôn tại x n >-7 vàa<— sao cho 

2 0 2 4 


2xòVl 


= 2m + 1 


Khi đỏ hệ đâ cho có nghiệm thoa mân điều kiện bải ra 

n j 1 11 

Vậy điêu kiện can và đũ đỏ hệ có nghiệm X > “ là m>~r 

2 2 


Ví dụ 5: Tim a để hệ bất phương trình sau cỏ nghiệm: 


5x 2 — 4xy + 2ỵ 2 > 3 

1 

2 2 2 a — 1 w 


7x 2 +4xy + 2v 2 <■——- 
- ' 2a + 5 


Giải: 


Hệ o 


-5x 2 + 4xy - 2y 2 < -3 
2lx 2 +I2xy + 6 y 2 <3- 18 


16x 2 +16xy + 4y 2 < 1 8 


2a + 5 


2a + 5 


o 


(4x + 2yr < —— =^2a + 5<0c>a< —7 
1 J; 2 a + 5 2 


Ta xét hệ: Ằ 


-5x 2 +4xy-2y z =-3 


21x 2 + 12xy + 6 v 2 = 3 
Đặt y = tx (do X 0), ta có: 




~5x 2 + 4xy - 2y 2 = “3 
7x 2 + 4xy+ 2y 2 = 1 
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-5t 2 + 4t - 2 _ ., , . 1 

—7-——-= -3 <=> 16t 2 + Ị6t + 4 = 0 <=> t = <-> X 

7t : +4t + 2 2 

2 1 2 

Thay vào hệ ta dược: 7x = 1 <=> X = ± ỹ => y,=+ỹ 

5 

Ta chứng mình với ữ < thì hệ (1) có nghiệm. 

Thật vậy gọi I x 0 ; Vfl ) là nghiệm của (*) khi đỏ ta có: 
-5xn+4x n y 0 -2yẵ=-3 
2lẫ + l2x 0 y n +6yn =3 <3— 18 


= -2y 


2a + 5 

=> (x 0 ;y 0 ] là những cặp nghiệm cua hệ (í). 

Kết luận a < —r 

2 _ 

Ví dụ 6: Tim m đê hệ phương trinh sau có nghiệm: 

log 2 (x 4 y) 4 log 3 (xy + 2) = 2 
3 3 

X 4y“ -xy = m 


Giái: 


Đặt X 4 y = 2 a ; xy 4 2 — 3 b tù phương trinh (1) cua hệ ta có: a 4 b = 2 
Mặt khác ta cỏ 

(X 4 y) 2 > 4xy =>4* > 4(3 b -2) o 4 a > 4(3 2 ^ -2) <=> 12 a +8.3 ữ - 36 > 0 

Hàm số ftó) =l2 a + 8.3 a — 36 là hàm dỏng biến, hơn nữa fỌ) = 0 suy ra diêu 
kiện là: a > i 


Phương trinh (2) cua hệ được viết lại như sau: 

(x + y)[(x4y) 2 -3xy]-xy = m «(2 a [4 a -3(3 b -2)]-(3 b -2) = m 
Thay b = 2 —avà thu gọn ta có phương trình: 


<z> 8 a 4 6.2 a -27. 


V 




ỈA \ a 


-9 


v3. 


4 2 = m 















Kluiỉỉỉ phá bí quỵết chtiyhĩ ifê PT f hiĩt PT, hệ PT t btỉỉ ĐT - NỊỊiiỉfrn TntiĩỊỊ Kiêh 


Xét hàm số: f(a) = H a + 62* - 27. 


MY 1 


-9 


l vì 

3j 


+ 2 


Ta có f h (a) = 8 a ỉn 8 + 6.2 a ln 2 - 27. 


^,..2 J lT 
4 Anị-9 4 

V 3j 3 {3) 


.In-- >0 với mọi a 
3 


Suy ra f(a) > f(l) = 1 

Vậy điều kiện đê phương trình cỏ nghiệm là: m > 1 


Ví dụ 7: Tim m đc hệ phương trình sau có nghiệm 

(x + Vx 2 + l)(y + >/y 2 +1) = 1 
^2x + y + 3^x(y+ 1) 2 = ư\(4x + ựy +1) 


Giải: 

Trước hết ta cỏ đăng thức sau: 

+1 + yj(>/y 2 +1 -yj=i =>^/y 2 + 1 +y=ự*j 

Phương trình (1) cua hệ được viết lại nhu sau: 
x + ^x 2 + 1 =-y + ự(-y) 2 +1 ^(3) 


Xét hàm số: f(t) = t + \/t 2 +1 có f'(t) = 1 + 


+ \[r + 


t t + yt + 

Vt 2 +1 Vt 2 +1 


1 


> 0 với mọi 


te R 


Phương trinh (3) cho ta f(x) = f(—y) X = — ỵ 
Thay vào phương trinh (2) của hệ ta cỏ: 

Vx +3^x(l - x) 2 = m(Vx + \fỉ - x)(ả) 

Nếu x = 0=>m=0 

Nếư 0 <x < 1 chia hai vế phương trình (á) cho yfỹ. ta có: 


1 + 3Í> 


'l-x' 2 


\ X ) 


- m 


1 + 


í?) 


Đặt: t = 6j 


íl-x 


t e f0;+xi) 


Phương trình được viết lại như sau: m 


I + 3r 
1 + t 3 
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„. v l + 3t 2 ,, . _ v _ -3t(t-l)(t 2 +t + 2) 

Xét hàm f(t) - — - với t e Ị0;+X') . Ta cỏ í (t) ---- !/ v — -- 

1 + t 3 (t 3 +l) 2 

Ta có báng biển thiên của hàm số như sau: 


X 

0 


1 


+00 

f(x) 


+ 

0 

— 


f(x) 

1 


^ 2 ^ 


0 


Dựa vào bang biến thiên hàm số f(t) ta có: 0 < f(t) < 2 
Vậy phương trình (â) có nghiệm khi m e[0; 2] 

Kết luận: Hệ phương trinh có nghiệm khi m € [0; 2j 


Vi dụ 8: Định m đê hc sau có nghiệm: i 

Jx + y + m + Jx-v + m =2 

V 7 V 7 

2 2 2 


X 4- y = m 


Giải: 


Đặt 7*+ỹ + m = a > 0; yịx-ỵ + m = b > 0 ta thu dược hệ mới 
a + b = 2 (l) 

a 4 + b 4 -2m(a 2 + b 2 ) = 0 (2) 

a 4 +b 4 

Tủ phương trinh í2) ta có 2nì - —-— 

a 2 +b 2 

Thay a +b = 2 vào ta thu đuọc 

2 Ị(a + b)“ — 2abj“ — 2a“b“ 2a“b“ —16ab +16 

4 - 2ab ~ 4 - 2ab 

Bây giò hãy đẽ ý; (a + b) 2 > 4ab => 0 < ab < l 


Ta quy vẽ khảo sát ham số f{t) 


t z -8t + 4 
2-t 


; t e[0;lj 


Ta có f(t) = 


(2t-8)(2-t) + r -8t + 4 -t 2 +4t 12 


a-tỷ 


<2-ty 


0Vte[0;l] 


Suy ra -3 = f(l) < f(t) < f{0) = 2. 

Suy ra đfẽu kiện đế hệ có nghiệm 1.1 -3< m <2 























Khtuỉi phá bí iỊHỊ/êt chin/én đẽ PT, biĩt PThệ PT, bút ĐT - Nguỵễn Tmtíg Kiên 



Hệ đã cho được viết lại nhu sau: 


+ 2 + m =4 



MU* 


_ Wi I 1 

Đặt X — ™ = a, y — = b ta có hệ mói như sau 

X ' y 


u 


a 2 + 2 + m + yỊb‘ 1 + 2 + m = 4 (3) 


a + b = 2(4) 

Tù (4) rút b - 2—a thay vảo (3) ta cổ: 

Va 2 + 2 + m + *Ja 2 - 4a + 6 + m = 4 ị*) 

Ta cân tìm m đê’phương trinh (*) cỏ nghiệm, Điêu náy tương đương vói hệ 
sau có nghiệm 




4 —Va 2 + 2+ m > 0 

4a + 6+m -16 + a 2 + 2 + m - 8\/ã 2 + 2 + 


<=> 


m 


0 5 ă + 2 + m í 16 


2Va 2 + 2 + m - a + 3 


Vì D < a 2 + 2 + m < 16 <=> ữ < a + 3 < 5 

Từ đỏ ta quy bài toán về việc tìm m đẽ phương trình : 2\Ịar f 2 + m = a + 3 
có nghiệm a e[-3; 2] 

<=> 4m = -3a 2 + 6a + I có nghiệm a e [-3; 2] 

Xét hàm số: f(a) = -3a 2 + 6a +1 ta có f'(a) = -ba + 6 => f'(a) = 0 <=> a = 1 
Ta có: f(—3) = -44, f(l)= 4, f(2) = 1 

Suy ra điêu kiện đẽ phương trình có nghiệm: là -11 < m <1 
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Ví dụ 10: Tim m 

đế hệ sau có nghiệm thục : 

4 

x 2 y- 3x -1 > mXyỊỹịyỊl -X - Ị) 3 


^8x 2 - 3xy + 4y 2 + ^Jxỹ = 4y 


Giải: 

Điều kiện: xy > 0; y > Q; X < 1 => y > 0; X e [0; 1] 

De thây y = 0 hoặc X - 0 thì hệ vô nghiộm, ta suy ra hệ có nghiệm khi 
y > 0; X e(0;ỊỊ 

Phương trình (2) của hệ có dạng: 


'/8x z -3xv + y-3 y +V^-y= 0c > (yy x*»+y + (pjy =0 

\Ị8\ 2 - 3xy + 4y 2 + 3y V x y + y 


w 


X = V 


8 *+ 5 y Ị y =0 

yỊÕỹr -3xy + 4y 2 +3y yỊxỹ+y 


(3) 


Vì X, y > 0 nên phương trình (3) vỏ nghiệm. Suy ra x = y 

(Có thẻ chi ra X = y dựa vào nhận xét phương trinh (2) là phương trinh 

đẳng cấp) 

Bài toán trò thành: 

Tìm m đế bat phương trình X 3 -3x- ] > m.x\/x(Vl - X -1) 3 có nghiệm 

X e(0;l] 

Chia hai vê'bất phương trình cho X 3 ta thu được 

\3 


3 1 

> m 

X X 


1 


nn; *' 

[Vx 


Đặt t - - => t . Bất phương trình được viết lại như sau 

X 

t 3 -Tt^T) 3 o(t 3 +3t 2 - l)(7t +Vt^ĩ) 3 Ếm 

Xét hàm so f(t) = (t 3 +3t 2 l)(Vt + \[t -1) 3 với te[l;+oc). 

Ta có 

T(t) = (3t-+6t-l)(>/t+ựt^ĩỊ 3 + ~Ì N /t+Vt^ĩ) 2 ^ + -^=j(t 3 +3t 2 -1)>0 
vt e {1; +oo) 

Như vậy hàm số tít) dông biên 
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Khiĩíỉt ffhã bí iỊHỊ/êt cỉniỉfétỉ đẽ PT, ỉnĩY PT, iií' PT, biĩt ĐT - Nguyễn Trung Kiên 


Tủ đó suy ra điều kiện để bất phương trình cỏ nghiệm ỉà m>3, Vậy hệ 
phương trinh có nghiệm khi m > 3 

Ví dụ 11: Tìm giá trị cua tham số m đế hệ phương trinh sau cỏ nghiệm thực 


x + 1 y+ 1 


V x-1 V y - 1 


=2 


1 1 

+ —-— - m 


x -1 y -1 


iT - ' i ỉ * _ 

Giai: 


Đíeu kiện 


X<-1 

X>1 L\JS -ì— 3 + 1 - 2 

y < -Ị y a -1 a -1 

y>l 


Ta viết lại hệ như sau: : 


ĩ + ~7 + J ĩ + ~7" 2 

í x -1 ]Ị y -1 

1 1 

+-- = m 


x-1 y—1 



Ta đua bài toán vê tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm không âm. 

L a+b =2 

' a 2 + b 2 = 2m + 2 


Do a,b >0=> b = 2-ae[(};2Ì thay vào phương trình (2) của hệ ta có: 

a" + (2 —a)" = 2m +2 m =a 2 -2a + l = f(a) 

Ta có f (a) = 2a - 2, f (a) = ũ o a =1 
Ta có f{Q) = 1; f(l) = 0; f(2) = 1 ^ Điều kiện: 0 < m < 1 
Vi dụ 12: Tim giá trị của tham số m đế hệ phương trình sau cỏ đúng 2 cặp 







































Ch/ TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 



nghiệm thực: 

X 3 - y 3 - 3y 2 + 3(x - y) - 4 = 0 
lũx 2 + 8y +12 = m(2y + 3)Jx 2 +1 


Giải: 

Ta viết phương trình (1) của hệ thành: 

X 3 + 3x = y 3 + 3y : 4- 4y + 4 <z> X 3 + 3x = (y + 1) 3 + 3(y + 1) 

Xét hàm 50 f(t) - t' + 3t ta có f (t) = 3t 2 +1>0 nên hàm số f(t) đông biến: 
Ta cỏ f(x) = f(y +1) <=> X f y + 1 . 


Thay vào phương trình (2) ta thu được: lOx* + 8x + 4 - m(2x + 1)\/)C +1 


Ta viết lạỉ phương trình thành: 10x“ + 8x + 4 = m(2x + í)Vx 2 + 1 
2(2x + l) 2 + 2<x 2 +l) = m(2x + l)Vx 2 + l, 


y 

Chia hai vế cho X + 1 >0 ta thu được: 2 

, \ỉ 

2 x+ 1 y 

' + 2= m 

r 2x +1 ì 
1 


U 2 + lJ 

vx 2 + l J 


2n/^7T- x( ^1ỉ ) 

Đặt t = ?* + ĩ = g(x) ta có g’(x) =- + 


lim 

X—^—00 


4?*ị 


( \ 

2x + l 


X 2 +1 


1 = 2-x 

= Ị^Ĩ 


vVx 2 +i J 


= —2; lim 

X 


ị _ ^ 

2x +1 


\ỊĨ7\ 


= 2 


Ta có bâng biến thiên của hàm số g(x) nhu sau: 


X 

-Q0 


2 


4t3Q 

g’(x) 


+ 

0 

- 


g(x) 

-2 '— 


— 


^ 2 


Từ bâng biến thiên ta suy ra: t e Ị-2; £] 

Nhân xét: Cứ mồi giá trị của X ta có một giả trị của y 

Cứ mối giá trị te(-2;2] hoặc t = V? cho ta một giá trị của X. Mồi giá trị 
Ị 2; </5 Ị cho ta 2 giá trị của X, 
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Khtuỉi phá bí iỊHỊ/êt chiiĩỊétỉ đê PT, biĩt PT hệ PT, bút ĐT - ỉsỈỊỊiiỊỊnt TrnnỊỊ Kiên 


Dế hệ phương trình có 2 cặp nghiệm ta cần tim m đê phương trình 
2t 2 + 2= mt có 2 nghiệm t e (-2; 2 ] hoặc có đúng một nghiệm thuộc Ị 2; \f? ị 

+ Nèu t = 0 thì phuong trinh vô nghi ỏm. 

+ Xét t e{-2;0)u|0; I ta có m = 2t + — - f{t), 


Suy ra f'(t) - 2 


2 2<t-l) 


r 


t- 


, f'(t) = 0ot = ỈI. 


(2 „ ) 



2 ì 


= -30 i 

; lim 

—+2t 

u J 



1* J 


= +00. 


Tử đó ta có báng bìôh thiên của hàm số f(t) như sau: 


-2 


-1 


0 


1 


s 


m 


0 


0 


+ 


m 


+00 


-5 


-30 



Từ báng biến thiên ta suy ra điều kiện đế phương trinh có 2 nghiệm 

-5 < m < -4 


te 


(-2; 2 I hoặc có đúng một nghiệm thuộc Ị2 ;>/5 Ị là: 
Kết luận: 


4 < m < 5 


-5 < m < -4 
4 < m < 5 


^ , 2Jxy-y + X + y = 5 

Ví dụ 13: Tim m đệ hệ sau có nghiệm: v _ " __' 

1 v5 - X + -ựl - y = m 

Giai 

Điêu kiện: X < õ; y < 1; xy - y > 0 

Phương trình (1)của hệ : 2^y(x -1) +x-l+y=4 

Mếu x-l< 0 ;y< 0 => 2 ^y(x - 1 ) + X -1 + y - 4 <=> -(Vl ” X + ‘Spỹ ) 2 = 4 => VN 
Xét X > 1; y > 0 khí đó phương trinh: 

2ựy(x-1)+x-l + y = 4o{>/rn' + > /ỹ) 2 =4^V^Ĩ+ v /ỹ = 2 

Đặt t = ^ỹ^te[D;l]^x = t 2 -4t + 5 

Thay vào phương trinh (2) cùa hệ ta căn tìm m đế phương trinh: 
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1» 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

8 ) 

9 ) 


Ctỵ TA'HH MTV DVVH Khang Việt 


m = ^4t - r + %/l — t 2 có nghiệm t e [O; 1 ] 

Khảo sát hàm số f(t) = \fịt - 1 2 + >/l -1 2 với t G [0; 1 ] 
Ta suy ra điều kiện của m là 1 < m < A [5 


MỘT SỐ BÀI TẬP RÈN LUYỆN 


Tim m đế lũ’ sau có nghiệm duy nhất: 


\fx + - 2 = m“ + 1 

^jỹ + yfx~~2 = m 2 + 1 

Tìm m đê’bất phương trinh sau đúng vói mọi X e[0; I j: 

V* + yỊỉ — x + \fx + — X < m 

Tim m đê phương trình sau có đúng hai nghiệm phân biệt: 
'ịĩx + 2\Ịb —X + ìỊĩx + 2\/6-x - m 




Tìm m đê phương trinh sau có 2 nghiệm phân biệt thuộc 

(m~2).2 l ^ ỉí + (2m—6)x _l0 ® 2 x - 2(m—1) = 0 
Tim m đô bất phưong trình sau có nghiệm: 

m > (x-1) 2 + Wx 2 - 2x — 2Ị 2sf)C - 2x + I jIn Vx 2 - 2x 


Tim m đe phương trinh sau có 2 nghiệm phân biệt: 

X 


: + *Ịĩx* -1 - 2mx + 3x + ị 

2 


Tim m đế bất phương trình sau: x + 


>/? “1 


> m nghiệm đúng với mọi 


xeỊy^íVĨÕ] 

Tim m đê bất phương trình sau cỏ nghiệm: 

] 4- Vl 4- X +-Js — X 4- m(x-8) I 1 + x >3m 

1 8 — X 

Tim m để phương trình sau có nghiệm: 

x*Jx + <Jx + 12 - m Ị %/5-x + ^4 - X Ị 
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Kluiỉỉỉ phá bí quỵết chtiyhĩ 4ê PT f hiYt PT, hệ PT t btỉỉ ĐT - Ngụỵễt.ỉ TntiĩỊỊ Kiên 


2x y — (y + 2)x 1 + XV = m 

10) Tim m để hệ phương trình sau có nghiệm thực: " 

X •+ X - V = 1 - 2m 

b » 

11) Tun m đê hộ phu ang trình sau cỏ nghiệm thực: 

x 2 y Ị 2 + 2^4y 2 4 1 J = X 4 7x 2 4 '1 

^ + lly + 2^1 +-^-< m(l + ^2xy-ĩ) 

HƯỚNG DẪN GIẨI CHI TIẾT 

1) Điêu kiện: x,y>2 

* Nhận thấy nếu (x L) ;y 0 ) là nghiệm của hệ thi íy 0 ;x 0 ) cũng là nghiệm của 
hệ. Do đó nếu (xq;Yq) lá nghiệm duy nhai cua hệ thìXfl=Y0, hav x 0 là 

nghiệm của phương trinh 7x 4 7x - 2 = m 2 41 (1) 

Vì vế trái cúa (1) là hàm số đồng biến và nhận giá trị trên |^72;+<x j r nên (I) 
có nghiệm duy nhất <=> m 2 +1 > V2 <=> m| > i/VTT. 

* Xét m thoa jm| > {ã~ĩ 

Trù hai phương trình cùa hệ ta có: 7x - yjỹ 4 yịỹ - 2 “ yfx - 2 - 0 
c^7x+7y-2=ựỹ + 7x^2 o 7x(V“ 2) =ựy(x-2 ) o x = y 
Khí đỏ hệ trơ thành; 7x + 7x - 2 = rrT + 1 

Vì phương trình này cỏ nghiệm duy nhất nên hệ đã cho có nghiệm duy nhất 
Vậy mị > lỊỹịĩ -1 là nhũng giá trị cần tim. 


2) Xét hàm sõ ỉ(x) = 7x+ 7l -X 4 i[x 4 iỊĨ - X v ới X e [0;1] 

. 1 11 1 Vl-X-Vx , ^Ị(l -X ) -\/x~ 

Ta có f (x) = —j=-j?== 4 ' - ■——- = — ==—— 4 J - 7 = — 

27x 27l-x 4 7(1 -x) 3 ^7x(1 -x) 4^1 -X. 77 

Vì ^(1 — X Ị" - V? luôn cùng dấu hoặc cùng triệt tiêu vói 7l X - 7x 
Suy ra f'(x)=0ox=“ 







































Ch/ TNHH MTV DVVH Khang Việt 


Ta tính được: f(0) = f(1) - 2;f 


ịì ' 


= 4 + 4 


>2 


/1 /1 

Vậy bất phương trinh nghiệm đúng với mọi X khi và chi khi m > 2 J-*■ + 24^ 


3) Xét hàm số ^/ix + 2Vh-X + ^2x + 2^6 - X - m với X e [0;ój 
Ta có 


f(x) = 


1 1 | _Ị_ Ị _ | 

^ 2^2xf 2^/(6 -xf 

Vì \Ịh-x - V2x luôn cùng dấu hoặc cùng triệt tiêu vói ^(6- x) "^j(2x ) 
suy ra f’(x) =0t>2x = 6 -xox = 2 

Lập báng biến thiên của hàm số f(x) ta suy ra phương trinh cỏ đủng 2 
nghiệm khi 2^6 + 2^ < m < 6 + 3y/ĩ 

4) Đặt t = logn X => X = 2 t ;x” Il ’ S2X = 2 -i . 

1 2 

Dặt u = 2 thi phương trinh có dọng 
(m —2)u~ —2(m +l)u + {2m — 6) = ũ (*) 

í í 


Với X E 


i;2j=>re(-l:l)=>i,e[l;2} 

Nhộn xét: u - 2 r là hàm số chẵn theo t nên mỗi giá trị của ue[l;2) sè 

(l \ 

cho 2 giá trị của đối nhau cứa t £ ị -1; 1) do đó sẻ cho 2 gìá trị cùa X e Ị ^; 2 


Đẻ phương trinh ban đầu có 2 nghiệm phân biệt thuộc ;2 

là phương trinh (*) có đúng một nghiệm u e[I;2) 

Ta vict lại phương trình (*) như sau: 

m(u 2 - 2u + 2) = 2u 2 +2u +6 => m = ^ u _- + - u — = f(u) 


thì điều kiệu 


lĩ -2ư + 2 


Lập bàng biến thiên hàm số f(u) 

Ta viết lại phương trình Ợ) như sau: 
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Kluiỉỉỉ phá bí quỵết chtiyhĩ ife PT f biĩt PT, hệ PT t bải ĐT - Nguỵễn TntĩĩỊỊ Kiên 


, .2 . -V -,..2 _. 2u 2 + 2u+6 ,, « 

m(u -2u + 2) = 2u +2u + 6 =5> m = ———-= f(u) 

u 1 -2u + 2 

ti = -2 


Ta có f '(u)= ẽu 4u + 1 f =>f '(u) = Oo 
(u 2 -2 u + 2 ) 

Lập báng bieh thiên hàm số f(u) 

Ta suy ra điêu kiện là: 


4 

u - 

3 


m = 11 

9 < m < lũ 


X <0 
X > 2 


5) Điều kiện: 

Dặt t = yfỹ~ - 2x (0;-H») khi đỏ 


f(t) = t 2 + 4t 41 -2(2t +1) In t f (t) = 2t -4In t - ỉ;f (t) = 2 


'l-i 

t 


>0 


V 'J 

Suy ra f’(t} đông biển mà 

f(l) = 0 f’{t) <0Vt e (0;l),f(t) >QVt e(l;-Hfe) => f<t) > f(l) = 6 

X = l-V2 


Vậy minf(t)=6 khi t = 1 <=>x -2x-1-0 <=> 


= 1 + n/z 


Vậy bất phương trinh cỏ nghiệm khi và chỉ klìi m >6 
1 


61 Điều kiộn X > — 

I I 2 


Ta viết lại phương trinh thành: 2m + 3 = J ~ x + ^^ x —- = f(x) 


Xét hàm số t(x) - 


2x4 2 ^4-1 -1 
2x 


trẽn D - 


2 x 


-co; - — 

2 






Ta có f (x) = - 7 =—- 4 —>OVx e D 

x 2 n/4x 2 -1 2x 2 

Lạp báng biến thiên cua hàm sỏ t(x) ta suy ra điều kiện cua m là: 

3_,1 

—^ < m<“. 

2 2 

71 Điêu kiện D = ( - 00 ; -1 ) ( 1; +x) 

+ Nếu m<0 thi bất phương trìnhlttônđủng 
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Ch/ TNHHMTV DV\1Ì Khang Việt 


+ Nếu m>Q. Bình phương 2 vế ta thu được bẩt phương trinh tương đương. 
.2 


X 2 + 


X _ X 

- 7 —+ 2 " 

X -! >/x 2 -l 


2 - . X 2 

> rri. Đặt t 


7 ? 


Ta có f = 


„3 T„2 

X -2x 




;t' = 0 <=> X = 2 . 


Lập bảng biên thiên ta suy ra t e 


[* 


10 


Bất phương trình có dạng m~ < t* + 2t = f(t). Lập báng biến thiên hàm sổ 


f{t) trên t e 




ta suy ra đièu kiện m ỉà - 2 V 2 < m < 2r/ĩ 


Vậy tất ca các gỉá trị cân tim là m < 2\/2 . 

8) Đặt t = VĨTx + V8-X =>t 2 =9 + 2 V 1 + xVs-X =>t 2 >9 

Mặt khác theo bất đáng thức Cô si ta có: 2yJÕ + x)(8-x)<1 + x + 8- x= 9 
suy ra t 2 <18=>3< t < 3 V 2 


Bất phương trinh đã cho trờ thành: 1 +1 m 


/ J \ 

t 2 -9 




>3m o2+2t>mỊt 2 3| 


Do t" > 9 nên hất phương trinh tương đương với < l + 1 =f(t) 

2 t 2 -3 

Khảo sát hàm số i(t) trẽn D - {—x;-1 Ị u( 1;+QC Ị ta thu được điêu kiện cần 

. _ __ ^ 4 

tun là: m < — 

3 


9) Điều kiện: 0 < X < 4 

Phương trinh tương đương với m = 


Xi/x + \Ịx + 12 


X + yịế -X 

Hay m -ịx\/x + Vx +12 ỊỊ SỈ5 -X - V 4 - XỊ - f(x) 

Xét hàm 50 f(x) = Ịx\/x + \/x +12 Ị| Vi X - Vĩ - X I với 0 < X < 4 


Ta có 
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Kluiỉỉỉ phá bí quỵết chtiyhĩ đê PT f hiĩt PT, hệ PT t btỉỉ ĐT - Ngụỵễtt TntiĩỊỊ Kiên 


f(x)= Vx + —^ + 7 1 ị|75-x-74-x) 

{ 24x 2\Ịx + Ĩ2 /' ' 

+ (WĨ + ^)[£ẸE^P 

* 274-xT^x 

Vì 5-x>4-x=>75-x -74-x >0 suy ra f’(x)>0. 
Như vậy hàm số f(x) đồng biến trên 0<x<4 

Tù đó suy ra f{D) < f(x) < f(4) <=> 7Ĩ2 (7^ - 2 Ị < f{x) < 12 
Vậy phưcmg trình có nghiệm khì yĩĩĩị^ỊS - 2j < m < 12 

Ịx 2 -xj(2x -y) = m 


10) Ta viết lại hệ phương trinh thành: 


Ịx : — xỊ + (2x - ỵ) = 1 —2m 


Đặt 


1 __u_ỉ 

u = X — X — X — — - — > —- 


V = 2 x -y 


I u.v - m , 

Hệ dà cho trở thảnh: . Bài toán trò thành tim m đe hệ 

Ị LI + V =1 - 2 m 

phương trinh có nghiệm u Ta nghỉ đến việc quy ve hám số 1 biên 

4 

theo u 

Tù phương trình (2) cua hệ rút v = l-2m u thay vào phương trinh (1) và 

* 2 -u 2 +u , 

thu gọn ta được: m(2u -1) = -u + u <=> m = ——— = f(u) 


Kháo sát hàm số f(u) trên 

2-73 


—-;+00 
4 


(2u -1) 


ta thu được đicu kiện cân tìm của m 


!à m < 


11) Từ phương trình {1) cũa hộ ta suy ra y > 0 . 


Từ phương trình (2) của hệ ta suy ra 2xy > 1 => x > 0. Xét phương trình 
x 2 y Ị 2 + 2^4y 2 + lj = x + 7x 2 + l. Chia 2 vế cho X 2 > 0 ta thu được: 
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Ch/ TNHH MTV ỜVVH Khang Việt 


2y + 2y^4y 2 +1 = -ỉ-h + -y , Xét hàm số t'(t) = t + t-/t 2 +1 ta có 

X X \ ỵý 


số đồng biến trên R . Theo đc bài ta 


f(t) = l+ jẰ +^t 2 4l>Q nên hàm 
vt 2 +1 
/l^ 1 

cóf(2y) = í — o2xy = loy = ”- 

V X J 2x 

„ . , II r 7~ 

Thay vào phương trình (2) ta có: X + T- + 2 íl> m (*) . Bài toán tro 

2x \ X 1 

thành tìm m đé bất phương trinh cỏ nghiệm thực đu ang. 

11 _ r 7~ 

Xét hàm sớ f(x) - X + ~ 4- 2 Jl + — -;x e |0;+oo). 


Ta cỏ f(x) = I 


11 


14 


2x X 3 Jl+ 7 


f(x) = Oc^(2x 2 -llỊ^x 2 + 7 =28 


2x 4 - 11 >0 
2 


(2x 2 -11! (x 2 +7Ị-28 2 Vx 2 +7 


0X^3 


15 


Lôp báng biến thiên cúa hàm số t(x) trên (0;+oc) ta suy ra f{x} > y suy ra 


bat phương trình cỏ nghiệm khi và chi khi m > 


15 


, .. 15 

Vậy hệ phương trình cỏ nghiệm khi và chi khi m > ^— 

2 
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Phân 4: 

PHƯƠNG PHÁP HÀM SỐ TRONG CHỨNG MINH 
BẤT ĐẲNG THỨC VÀ TlM GTLN, GTNN 


Trước hết ta can nắm được các kết quá cơ bân sau: 


1 ) 14 *- 

a b a 


a 2^ ; £ + zĩ> hiyí 

b a + b 


4 

+b ”^ 


a 2 + b 2 a 


3,/ĩ 


Ĩ )Ị44*_4_2-^_ S . 

a b c a + b + c ,/ a 2 +b 2 +t .2 

3) a 2 + ab + b 2 = 4(a + b) 2 + Ậía —b) 2 > 4(a + b) 2 

4 4 4 

4) a 2 — ab + b 2 2 =Ậ(a + b) 2 + ^(a —b) 2 >-ị(a + b) 2 

4 4 4 

(a + b 4 c r , , a 

5) ab + bc + ca < ---— < a z + b“ 4- c 

X 2 y 2 7 2 (x + y + z) 

a b c a+b+c 

7) a 3 + b 3 > ^ a + b ^ 


2 

8) 2(a 4 + b 4 ) > Ịa" + b“ Ị~ > 


(a + b} : 


il 


(a + b) 4 


a 4 + b 4 > (a + b) 

8 


9) Với a,b>0 thi a m+n +b mtn >i(a m + b m ) (*) 

Thật vậy BDT cần chứng minh tương đương vói 

(a n + b n )(a m - b m )(a n - b n ) > 0 điều nãy là hiển nhiên đúng. 


{**) Tống quát ta có ——> 


Thật vậy áp dụng (*) ta có 


a + b 

f 2 ' 


n” + b n 

^ a + b ì 

n-1 L.n-1 ■ 

a + D 

> 

fa + bì 

2 

2 ) 

l 2 J 





■i 


pộộộú 

SâỉỄg 


ỵ 



309 
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10) Với a,b,c >0 thì a m+n + b m+n +c m+n >i(a m +b m +e m )(a°+b*+c n ) (*) 

3 c J 

Thật vậy ta có bất đảng thức cần chứng minh tương đương vói: 
(a m — b m ){a n -b n ) + (b m -c m )(b n -c n ) + (c m -a m )(c n -a n )>0 mà điêu 


Thật vậy ta có bât đảng thúi 
(a m — b m ){a n -b n ) + (b m -c m )(b n 
này ỉà hiến nhiên đúng. 

^_._a n + b n +c n Ị 

Tống quát ta có: —-———->[ 

J ,1 + b n +c n a+b+c Ỵ a tl ~ ĩ +b n ~ 
3 “1 J( 3 

Áp dụng bất đãng thức này ta có: 


a + b+c Y 


Thật vậy áp dụng (*) ta có: 


a n + b n +c n ^ 

a + b + c ^ 

' ã ^+h n ~ ì +c n ~ ì 

> 

a + b + c ^ 

2 

^n-2 +b n-2 +c n-2 s 

3 2 

3 J 

3 

vL/ J 


3 J 


3 

V / 


\/ã^" + ^ ị >/ã + \Ịb + \/c \/a + yỊh + \/c < ^Ịa + b + c 


Tương tụ ta có: 


V 

1 . 1.1 
. a n b n C n 




/ 1 1 1 v> 

a b c 


9 1 1 1 J 

- T- suy ra —- + —— +-—> 3 

a b c a + b + c ' a n h n r n t 


1 1 1 ^ 
Do“+—+“> 


\ n 


a + b + c 


1 1 2 

11 ) — ■ — h —— > - /= vói mọi a, b > 1 

a +1 b + 1 1 + *Jàb 

1 1 2 

Tổng quát: với a,b sn ta cỏ -—-—— + ———— >- — — 

(l+a)" (1 + b)" ụ + 


12) Với 0<a,b<I thi ——+ —s—== 

a 4 1 b 4 1 ] 4 y ab 

II 1 

Tống quát: Vói a,b t rũ;l~| ta có: ■ 4 ■ < 

L J \fiTb 

13) Bất đang thức Iran: Cho các số thực không âm a, b,c sao cho không có hai 
số nào trong chúng đông thòi bang 0 . Khi đó ta có: 


(ab + bc + ca) 


^ 9 
> — 

4 


v {a + b) 2 (b + c} 2 (c + a) 2 y 

Chứng minh: 

Không mất tinh tỏng quát ta có thể giã sử a > b > c 
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Khi đó ta sẽ chứng minh —“-- + 1 4- — 1 — > —— + z (*) 

(a + b) z (b + c) 2 {c + a) 2 4ab (a + c)(b + c) 

Thật vậy bất đãng thức cần chửng minh có dạng: 

11 2.1 1 

-“—T + -——-— ->— --—- 

(b + c) 2 (c+a) 2 (a + c)(b + c) 4ab (a + b) 2 

_ (a-b) 2 > (a-b) 2 

(a + c) 2 (b+c) 2 4ab(a + by 
Nhưng ta có 

4ab>4b 2 >(b + c) 2 ;(a + b) 2 >(a + c) 2 => 4ab{a + b) 2 >(b + c) 2 (a + c) 2 nên (*) 
được chứng minh. 

í 2 1 V 

Bây giờ ta cần chi ra: (ab + bc + ca) --—-- + (â) 

' ỡ \ (a 4-c}(b + c) 4ab ) 4 

Chú ý rằng: 

2(ab + bc + ca) ab + bc 4- ca 


. . , 2 .lì 2{ab4-bc + ca) 

(ab ■ bc ’ ca - ^7 -- ♦ ----- = ■ 

\ (a 4- c){b + c) 4ab ) {a 4- c)(b + c) 


4ab 


Và 2(ab 4 - bc + ca) _ 2 _ 


2c J 


(a + c)(b 4- c) (a + c)(b + c)ỷ'" 4ab 


ab + bc + ca _ 1 c(a + b) 
4 a 4 b 


2c‘ 


Nến (*) c<a * b) >■ 

ab (a + c)(b + c) 
Hích nhiên đúng 


o(a4 b)(b4-c)(c + a)> Sabc. 



5 4 1 

Ta có: X + y «= 4 => 4y = 5 - 4x => (1Ị o — 4- ———— > 5 
■ đ ' w X 5 - 4x 


Xét f(x)--+ 1 ,X€ 

^ X 5-4x 


{_ 5 ì 

0 ; ĩ) 


■f'(x) = -4 + —!■— T ,f'(x) = 0ox = l 


X" (5-4x) 2 
4 1 


Tù BBT ta được; mìn f (xỊ = f (I} = 5, từ dó suy ra — + —— > 5 

PD * 4y 

, , ,,. 1 
Đăng thức xây ra khi X = 1: y = 

4 

Nhân xét: Bất đãng thức 2 biến mà các biến ráng buộc bo 1 biểu thức bậc 
nhất thì việc rin một biến theo biẽh còn lại dề quy về hám một biến là hiệu 
lấỉ 







pộộộú 

SâỉỄg 


:= 


■ i 
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Ví dụ 2: Cho x,y É Ị 

-3;2] thoa X 3 + y 3 = 2. Tìm GTLN, GTNN của biếu 

thức p = X 2 + y 2 



Giài 


Tù giã thiết ta suy ra được: X = - ỵ 3 thay vào p ta được: 

p = ^2 vf + ặff ^(2-t) 2 +ự?-f(t) vói t=y 3 

Vì X e [-3;3] => X 3 E [-27;8] => -27 < 2- y 3 < 8o -6< y 3 < 29 
Do y 3 e [-27; s] => t e [-6; 8] , ta có: 

Lập báng biến thiên hàm số ta thu đưọc: 

minP - minf(t) = f(0) = f(2) = ^4 . Đạt được khi (x;y} = |0;^2 Ị,Ị^2;0Ị 

maxp = maxf(t) = f(-&)=4 + ^36 . Đạt được khi (x; y) = ị-^3;2|,Ị2;-\/5Ị 

Đói với các bát đắng thức đổi xúng hai biến 

Dẻ quy vê hàm một biến ta có thế làm theo cách: 

+ Đặt: s= a + b,p = ab điều kiện: s 2 > 4P sau đó đưa về kháo sát hàm số f(S) 
hoặc f(P) 

+ Chú ý: Nếu a,b e[m;nj thì ta cần ràng buộc theo điều kiện: 


2m < a + b < 2n 
- (a - m)(b - in) >0 o 
1 (a-n)(b-n)>0 


2m < s < 2n 

p - mS + nì 2 > 0 
p - nS + n 2 > 0 


+ Nếu a<m<b<=>(a-m)(b-m)<0<=>p-mS + m 2 < 0. 

Ví dụ 3; Cho a,b,c là các số thực dương thỏa mân: ab + a + b = 3. 

Chứng minh: -—- + - + < a z + b z + ^ (1) 

I 6 _ b + 1 a+1 a + b _ 2 _ 

Giái 


Nhận thấy các biếu thúc cỏ trong bái toán là các biếu thức đối xứng hai biến 
a, b nên ta đặt: t = a + b=í>ab = 3— t vá a 2 + b 2 = t 2 -2(3-t) = t 2 +2t-6 

Vì (a + b) >4ab=> t" > 4(3-1) <=> t 2 + 4t — 12 > 0 <=> t > 2 (do t>0). 
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3í+ b" Ị 4- 31â4- b) 1 y L ^ in 

Khí đỏ: (l)<=>----———- + -^—-(a 2 +b 2 Ịầ^-O f(t) = -í 2 + t + -— 

v ; (a+l)(b + l) a + b V Ị 2 w t 

(Xét hàm số: o f (t) = —t 2 +1 + — với t > 2 ■ 

Ta có: f'|t) = -2l: + 1 ~^J<0 vt> 2=>f(t)> f(2) = 4 Vt>2=>(TI) đúng, (dpcrn) 
Dẳng thức xảy ra khi <=>a = b - I 

Nhận xét: Thav vì dùng đạo hàm ta có thể dự đoán dãn bằng tại t - ìạ sau 
đó dùng biến đôi tương đương đế chứng minh f(t) > f{2) 


Ví dụ 4: Cho hai sổ thực x,y thỏa mân x,y>l 

vả 3(x + y) = 4xy . Tim 


-ì 


GTLN và GT.NN cua biếu thức: p=X 3 4- y 3 + 3 

1 1 

1 — 


l x y i 




JT-*I ■ 

Giát: 

H + 3s 

Đặt X + y=5. Khi đó xy = — ,s > 0. 

4 


Suy ra x,y là nghiệm CÙA phương trình: s 2 -as + -^ = Q (1) 

Phương trình (1) có nghiệm oa 2 -3a>0=5-a>3 
Vix,y>) nên (x - 1 }(y — l)âO , 

ị \ _ 3s 

Hay là xy-(x + y| +1 >0 <=> -= - s +1 > 0 <z> s < 4. 


1 1 4 

Vậy ta có 3 < s <4. Mặt khác giả thiết ta lại có — + — = ^ , 

X y 3 


Suy ra p - (x + y ) 3 -3xy(x + y) + 3 


1 . 1 

-+ — 

X y 


6 3 9 2 8,16 

= s --7S - —+ „ 

xy 4 s 3 


Xét hàm số f (s) = s 3 - -7 s' - — + — với 3 < s < 4 

4 s 3 

9 R ^ { 3"| 8 _ 1- 

Ta có: f(s) = 3s 2 -^s + -^- = 3s S--Ệ + -y >0,Vse[3;4j 

2 S' 1 \ 2 j7 sr 

Ỉ13 „ 3 

Dụa vào BBT to suy ra: minP = — đạt khi a = 3 <=> X = y = 7 ; 

12 J 2 

94 


maxp = đạt khi s=4o 

3 ■ 






5 8|&ftỉíỉ: 
ĩ SSivíííSS 
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Ví dụ 5: Cho hai số thực X, y thỏa mãn X + y - 1 = sỉĩx - 4 + <Jy +1 


Tim GTLN và CTNN cìia biêu thức: p = (x + yỴ - ^9- X - y + 


i/x+ỹ 


Đfèu kiện: 


Giàỉ: 

Ta thây: Biếu thức p có thể đưa về một biến x+y nhưng gia thiết thi X, V 
khỏng đối xứng. 

Đí đưa giá thiết về dạng x + y ta nghi đển bất đang thức 
(ax + by} 2 <Ịa 2 + b 2 Ịịx 2 + y 2 Ị 

Từ đó ta có lời giai như sau: 

IX > 2 ; V > 1 
tiện: ị 

[o < x + y < 9 
Từ giá thiết ta có: 

0<x + y- l= yjĩ \/x - 2 +l.ựy + 1 < ^3(x + y -1) 

o0<x + y-l<3(x + y-l) 2 o0íx + ỵ-l<3, Đạt t = x + y=>te[l;4] 

Xét hàm số f(t) = 2t — <j9 — t + —Ị= với t & í 1;4~| ta có 

Vt 

í‘(t) = 2-t- ■ +—í-p > 0 với mọi tefl;4l, 

2>/9-t 2tVt 

Tù đỏ suy ra min f(t) =■ f(l) -2- 2-JĨ <=> X - 2; y = -1 

33-2^5 


maxf(t) - f(4) - 
Ví dụ 6 : Cho hai sổ thực x,y > 1 


<=> X = 4; y = 0 


CTNN cùa biếu thức: A 


X 3 + y 3 - X 2 - y 2 
<x-l)(y-l) 


+ 2 |x 2 +y 2 Ị-16^jfxy 


Giải: 


Đặt x + y = s=^s>2 . Khi đó ta có: 

A _(x + y) 3 -(x + y) 2 -xy[3<x + y)-2] 2 Ị— 

A=-------- + 2[x + y} -4xy-16Jxy 

xy-(x + y) + l \ J ĩ ' V ' 

, , s 2 3 2 

Dê ý rằng: xy < — => —3xy > -— s tù đó suv ra 
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s 3 — s 2 —(3s — 2) 


A > ■ 


-s + 1 


+ s 2 — 8 s = - + s“ — 8 s 

s-2 


.._ s 2 • 

Xét hàm số f(s) = —— + s“ - 8 s với s > 2 . 


s-2 


Ta cỏ f’(s) — ——— ^~ S + 2s-8—(s-4) 
(s-2) 2 


(s-2r 


• + 2 


, f’(s) = 0 o s = 4 


Vì f'(s) đổi dấu tù (-) qua (+) đuang khí đi qua s = 4 => f{s) > f(4) = -8 
Suy ra minA = -8<S£X = y = 2 

Ví dụ 7: Cho hái sỏ' thực X, y > 0 thoa mãn X 4 +}' + —— = xy + 2 

xy 


Tìm GTLN cùa biếu thức: p = 


2 _2_3_ 

1 + X 2 + I + y 2 1 + 2xy 


Giãi: 

Ta thấy biểu thú c p có thể quy về một trong hai ấn xy hoặc x + y . 

VI ặt khác hình thúc bài toán í ảm ta nghi đen bố đê quen thuộc tương tự : De 
TS Khối A- 2011 để đưa vê ẩn xy . 

Từ đó ta cò lòi giái sau: 

1 1,2 

Vớỉ X, y > 0 và xy < 1 ta có: - - — + — — í - - (*) 

1 + x 2 1 + y 2 ỉ + xy 

Theo bất đắng thúc cô si ta có: X 4 + y 4 > 2x 2 ỵ 2 . 

Tù đó suy ra xy + 2 = X 4 + y 4 + — > 2x 2 y 2 + — <=> 2x 3 y 3 - x 2 y 2 — 2xy + ] > 0 

xy xy 

Đặt t = xy (t + ])(t -l)(2t-1)< 0<=> ỉ < i< 1 

, r ,. t , 1 1 2 

Vói X,ỵ > 0 và xy < 1 ta có: ——— + -- < (*) 

1 + x 2 1 + y 2 1 + xy 

Thật vậy (*) tuông du ang vói: -- — x ^.—-—- Ể 0 bất đang thức 

ỉl + x 2 iíl + y 2 Ị(l + xy) 

này lá hiến nhiên đứng. 

4 3 4 3 

Ap dụ ne vào bãĩ toán ta cỏ: p<---— --—— 

r a 1 + xy 1 + 2xy 1 +1 1 + 2t 







ỉ|rỊỉSỈHÍ 
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Xét hàm SỐ f{t) = 


——— - —5— với l < t < 1 
1 + t l + 2t 2 


í(5t 2 + 2t-l) 


Ta có f (t) - —-— -- < 0 nên hàm số f(t) nghịch biến trên 

(t+l) z (l + 2t) 2 ' L 2 J 

7 2 2 

Do đỏ f(t) < f i ^ ' = ~2 - Dấu bằng xảy ra khi và chi khi t-^<=>x = y = —= 

Đòi với các bất đang thức Ihuán nhất { đắng cấp) 2 biến sô ngoài việc quy 
vê một biến theo cách dùng s, p ta cùng có thê dùng phép đặt a = tb với 
b * 0 hay X = ty với y * 0 đè quy vê bài toán 1 ấn sô t. 

Biếu thúc f(x;y) ditọc gọi tà biếu thửc dang cấp bậc k nếu: 

f(mx,my) = m k f(x,y) 


Ví đụ 8 : Cho sô thực a, b > 0. Chứng minh: a 4 + b 4 >â'b + b 3 a (l) 


Giai 

Cách 1 : Bất đăng thúc được viết lại như sau: 

(a + b ) 4 - 5ab(a 2 + b 2 ) - 6 a 2 b 2 > 0 o (a + b ) 4 - 5ab(a + b ) 2 + 4a 2 b 2 > 0 
Đặt a+b = s,ab = p thì bất dâng thức trở thành: s 4 - 5s 2 p + 4p 2 > 0 
s 4 - 5s 2 p + 4p 2 > 0 o (s 2 - 4p)(s 2 - p) > 0 ẹ> {s 2 - 4p)(s 2 - 4p + 3p) > 0 


Vì s 2 > 4p, và p > 0 nén bất đăng thức trên luôn đúng. 

Dâu bằng xảy ra khi a = b 
Cách 2: 

* Nếu một trong hai số a r b bằng 0 thì ( 1 ) luôn đúng 

* Vói a ^0, đặt b — ta ■ Khi đó (1) trỏ thành: 

a 4 Ịl + t 4 Ị>a 4 |t + t 3 j<£>t 4 -t 3 -Ỉ + 1 > 0 . 

Xét hàm số f(t) = t 4 - 1 3 - 1 +1 > 0 . 

Ta có f(t) = 4t 3 -3t 2 -l=(t-l)ị4t 2 +t + l)^f (t)- 0 <r>t = l 


Lập BBT, từ đó suy ra í {t} > f Ịo ) = 0 đpcm. 

Trơng một sổ bái toán việc tận dụng giá thiết đê chuyền các bảt đảng thúc 
không có tinh đáng cấp thành biểu thức cỏ tính đãng cấp thường cho ta lờị 
giai tương đối ngan gọn 
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* Ta xéí các ví dụ sau: 

Ví dụ 9: Cho haỉ số thực dương phân biệt a, b và ab<4 . Tìm GTNN ciia 

2 2 3 

biếu thức: A = ^- + — + - 


a 4 b 4 


(a-b)‘ 


Giái: 


Ta thấy o mẫu 5ố của biếu thức A có chứa lũy thừa bậc 4 và bậc 2 nén ta sẽ tạo 
thêm các số hạng bậc 4, bậc 2 tương ú ng đẻ tạo ra bất đẳng thức đồng bậc. 

Do 0 < ab < 4 nên ta có: 

-2u2 




ab 3 

f : 

_ 1 

|V 

h 2 ) 

L ■ -- 

la 4 

b 4 ) 

4 (a - b) 2 

"8 

. b 2 

a 2 J 


3 1 

■4—“ 


4 Ị + ^-2 

b ã 


3 I 

T =m 


Đặt t = 7 1 + — =>t >2 do a*b=>t> 2 .Tacó A > 771 2 + ——— - — 
ba 8 4(t-2) 4 

Xét hàm số í(t) = -Ị-t 2 + — - — trên (2;+ot) ta có 

8 4(t -2) 4 1 } 

£4 3 _ t 3 - 4t 2 + 4t - 3 _ (t - 3)( t 2 -1 +1) 

4 4(t-2) 4(t-2) ềft-2) 2 

suy ra P(t) = G«>t = 3 

Vì f'(t) đối dấu tù (-) qua (+) dương khí dí qua t — 3 => t’(t) > f(3) = “ 


ab = 4 
a b 

Dấu băng xảy ra khi và chi khi ■: 7- + — — 3 o 

b a 

a,b > 0 


a = \/5-l;b = 75 + l 
a = *v/s +1; b = -n/s -1 


Ví dụ 10: (B 2008) Cho hai sổ thực x,y thay đới và thỏa mãn hệ thúc 

X 2 +y 2 = 1 .Tìm GTLN, GTNN của biểu thức: p = — x + 6xy 

1 +2xy + 2y“ 


Giàĩ: 


Ta thay X 2 + V 2 =1 vào biếu thúc 1’ thi thụ được: I J 


X 2 +6xy 


X 2 + 2xy + 3ỵ 2 


đây là 


biếu thức đắng cấp bậc 2: 

* Nếu y = 0=> P—1. 

* Nếu y * 0 thì đặt X = ty => p 


t 2 y 2 -i-6ty 2 


t 2 +6t 

ĩ= j-z L z = l ( i ) 






t 2 y 2 + 2ty 2 + 3y" t"+2t+3 



■ i 







317 

























Khâm phả bi iỊiiỉỷêì chuifẻfĩ đê PT t hút PTy hệ PTy biĩt ĐT - Nguyễn TriỉìĩỊỊ Kiền 


Ta có: = = =3;t 2 =-|; lim f(t)=l 

/-■2 . 2 x->-w 

Ịr+2t+3) 

Lập BBT ta dược: ỉ Ị -1Ị < f (t) < f ( 3);vt => -3 < f (t) < I 


Vậy minP = —3 đạtđưọckhì 


x 2 + y 2 =1 

3 

X =-—y 
2 


y ' ± Ậỉ 


x = ± 


Võ 


3 

max p = ^ đạt được khi 

'**+y*-i J y=± Võ 

b=3y x .± 3 

[ JĨ3 

Ví dụ 11: Cho các số thực dương ạ f b, c. 

Chứng minh: a 3 + b 3 + c 3 + 3 abc> ab(a + b) + bc(b + c)+ ca(c + a) 

(Bất đẳng thức Schur) 



Giải: 

Dạng tống quát của bất đăng thúc này là: Cho các số thực dương a,b,c , 
a f (a — b)(a —c) +b l {b — c)(b —a) +c — b)(c —a) >0 (*) với mọi t > 0 
Ta có thể chứng minh bằng cách giá sử a > b>c thì (*) 

<=> a f (a — b)(a —c) + b*(b -c)(b -a) + c l (c - b)(c -a) >0 


<^>(a - b) 


I l (a -c) - b l (b —c) I + c t (c-b)(c-a) > 0 . 


Nhưng đĩêu này ỉã hiến nhiên dứng. 
Cho t = I ta thu dược bài toán trên. 


àì - xc 


Ngoài ra ta cũng có thế chứng mình bằng cách: Đặt thỉ bất đắng 

[b=yc 

thúc cân chứng minh trờ thành: 

X 3 + y 3 +1 - x 2 y - xỵ 2 - X 2 - y 2 - X - y + 3xv > 0 


5^ >4p 

* . Bất đăng thức cần chứng minh trớ thành: 
s, p > 0 


Đặt 5 = x + y,p = xy 

pí5-4s) + (s -ố 2 -s + 1 )>0 với 0 < p á ——- 

4 

Đê ý rằng: f(p) = p(5 - 4s) + s 3 - s 2 - s + 1 là hàm số bậc nhất theo p, 
ỉp sáÕP 385 88* ỂBH&ể $5 8» 88? ỈK8 SS8SSỈSỂÍ à 
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vf. 


5-2 

2 


Nếu s < ■“ thì f(p) là hàm đồng biển suy ra f(p) > f(0) = (s -l) 2 (s + ỉ) > 0 

2 


>0 


+ Nếu s > ^ thì f(p) là hàm nghịch biên nên f(p) > f 
4 

Tủ đỏ suy ra diều phái chứng minh 

Vỉ dụ 12: Cho các số thực dương x,y y z thòa x(x + v + z) = 3yz {*) .Chứng 

minh: (x + y) + (x + z) +3(x + y)(y+ z)(z + x) < s(y+z) (1)(A,2009) 

Giải 

Vì gia thiết và BĐT ( 1 ) là nhùng biếu thức đảng cấp đồng thời giá thiết và 
BĐT cân chửng minh đối xứng đối với V và z nôn ta nghi tới cách đặt 

y -ax ;2 = bx Ị Khỉ đỏ (*) trò thành: x(x+ax + bx) = 3abx 2 co 1 + a + b = 3ab 
(**) và(l) trớ thành: 

3 3 3 

(x + đx|‘ + (X + bx)" +3(x + ax )(ax + bx)(bx + x) < 5(ax + bx)‘ 

Cõ(l + a ) 3 + (l + b ) 3 + 3(l+a )(1 + b)(a + bỊ< 5(a + b) 3 { 2 ) 

Vì (**) và (2) là những biêu thức đối xứng đối vói a,b nên ta nghi tới cách 
đặt S = a + b;P=ab 

V ĩ + s 



L 1+s 

S 2 >4P 

p=—— 

ì <==>1 

3 co - 

1 + s = 3P 

L 

i 3S 2 - 45 - 4 > 0 


s > 2 


Khí đó 


- , , .5 . l + s 4Í1 + S) 

(l + a) + (l + b]i = l + a + b + ab = ì + S+ -J- = ——- 

(1 + a) + [1 ■+■ b)' = (2 + a + b)’ ™3(l + a)(l+ b)(2 + a + b) 

= (2 + sf -4(l+s)(2 + s) 

Nên {2) tương đương vói 

(2 + á) 3 -4ÍS 2 +3S+2Ì+4S(l + S)<5S 3 

co 2S" - 3S-2 > 0 co (2S + l)(S-2)> 0 

Nhung bất đãng thức này luôn đủng do s>2. Dầu bằng xảy ra khí 
a b 

x = y = Z“ = x;— = y=ox;y>0=o(x + l)(y + 1) - 4 co x + y + XV = 3 . 
c c 
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Ví dụ 13: Cho a, b,c là 3 sỏ thực đương thòa mãn: (a 4- c)(b + c) = 4c‘ 

a b ab 


Tìm GTLN của biêu thúc: A = 


b + 3c a + 3c bc + ca 


iT - ' ĩ lí. 

Giải: 

Đặt a = xe;b = yc=>x;y>0=>(x+l){y + l) = 4<^>x+y + xy=3 

~ _ X y xy 

y+3 x+3 x+y 

Do tính đổi xứng cùa X, y ta dặt x + y = S;xy=P=>S+p = 3 

c2 

Mặt khác ta có: S" > 4P =3> 3 < s 4 - -— “>2<s<3 

4 


Ta cỏ: A = 


ỵ.-2P + 3S p 
3S+P+9 + s 


™ A S z -2(3-S) + 3S 3-S S-l.3 1 3 3 

Thay r = 3-S=> A = — _ _ - + — =-4—+ ^-ĩ = tS-t-t 

3S + 3-S + 9 s 2 s 2 s 2 

Xét hàm SỐ: f(S) = ậ + ị - ^;2 < s < 3 . Ta có f(S) = ị --- = 

2 5 2 2 s 2 2S 2 

Lập bàng biến thiên ta suy ra f{S)max - f(2) - 1 khi đỏ a = b = c = 1 

Ví dụ 14: Cho các sô' thực a,b,c thỏa mãn ab + bc + ca=0. và 

(a + b)(b + c)(c + a)ífl, Tiỉĩl CTNN cũa biếu thức: p = —^— + — + 


b+c c+a a+b 


Giải: 

Giá thiết vá biểu thức F deu là các biêu thức dồng bậc nên ta nghi đến việc 
đưa bài toán về còn hái ẩn: 

Rò ràng dựa vào giá thiết ta thấy ngay: abc 0 

Đặt b - ax,c = ay => (1 4- x)(l + y)(x + y) * 0 và x+y—-xy vói x,y e R r xy * 0 

xy > 4 


2 2 2 

Ta có; X + y = -xy =5- (x + y) = X y > 4xy w 


Biểu thức p được viết l ại như sau 
X 


XV < 0 


I - 1 X y 2 2 -> 1 

p = —-— h ——— 4- —2— o p = x z y z — 3xv —— 

xy 


—-—h - - 4- -■ — 

x + y 1 + y 1 + X 
Đặt t = xy,t>4 hoặc t<0 

Biểu thức P = t 2 -3t-ị=s>P’(t) = ^—^^ = 0=>2r*-3t z +l = 0=>t = l,t = ^ 
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Lập báng biến thiên Lì có: 


MinP = p(—= P(4) = jO)í = y = -2, hoặc 1 hoặc 


X = 1 


x 2 
y = i 


15 11( , 

Vậy MinP = “ khi b = c --2a hoặc a = b --2c hoặc a = c = -2b 
Ví dụ 15: Cho các số thục đương a,b,c thoa mãn điều kiện a> b> c 

l im giá trị nho nhất cua biếu thức 


c thoa man điều kiện a > b ì 
Ịa 2 + c 2 j|Vab + bc + ca Ị 


ac(a + b + c) 


Giải: 

Gĩá thiết và biếu thức p đều là các biểu thức đông bậc nên ta nghi đến việc 
đưa bái toán vê còn hai ẩn: 

Đặt a = xb,c = yb=>0<y<l<x 

Biếu thức T được viết lại nhu sau: 

T= (x ĩ + y z )ì/x + y + xy ^ <X + y) 2 ựx + y + xy 

xy(x + y + 1 ) 2 xy(x + y + 1 ) 

Đặt s = X + y, p = xy .Vì 0<y<l<x=>S>I,0<r<S“l 
{Miên giá trị cúa s,p ta có thê làm nhu sau 
(x-l)(y-1)<0=>xy<x + y~]=>0<P<S-l. 

Hoặc ta tìm điều kiện đê X 2 - Sx + p = 0 có nghiệm X > 1 và X" - Sx + p = 0 
có nghiệm 0 < y < 1) 

f . s 2 

Tù đó ta có đưọc miên của p theo s và lưu ý: s - 1 < — 

4 

S 4 (S + P) 


Đặt F(P) 


4P 2 (S + 1) 2 


lJt . s (2S + P) 


Ta có: F1fP) = - 


4P 5 (S + 1) 2 


<0 với mọi 0 < F < 5 — I 


Lập bàng biến thiên ta có: MinF(P) = F(S 1) - ——— 

4(S 2 -1) 2 


S 4 (2S-1) 

Đặt G(S)= — -ỉr, với S>1 


4(S 2 -!) 2 


Ta có G’(5) = 


(5-2){S 2 +2S-I)S 3 
2(5 2 - lf 



ịỉĩỉHi 




















KhiUỉi yhii bi íỊiiiịét chuìféit đê PT, bất PT, í í Ị' PT, bát ĐT - \$H yễn TruiiỊỊ Kièií 


Với 5 > 1,G’{S) = 0^5 = 2. Lập báng biến thiên t;i cỏ: MinG(S) = G(2) = — 
^ 2 

Vậy MúìT =—=<=>x=y =1 <^a = b = c 

Vã 

s 2 . 

Chú ỷ: Nêu xét p < — thi chúng ta không thế làm được vì BĐT sẽ bị yếu. 
_4_ _ 

Ví dụ 16: Cho a, b f c là các số thực đương thỏa mãn: {a +c){b + c) - 4c 2 . 


Tìm GTNN cùa biếu thức: A - 


32a 3 | 32b 3 

(b + 3c ) 3 (a + 3c ) 3 

Giải: 




a^ + b* 


(A. 2013) 


Nhận xét: Biêu thức A có dạng cùng bậc và 2 biến a,bđối xứng. 

Dặt a — xc;b = yc =>x; y > 0 => (x + l)(y +1)= 4<=> X + y + xy = 3. Do tính dổi 
xứng của X, y ta đặt x + y = s;xy=p^s + p = 3. 

_., _s 2 _ ' 

Mặt khác ta có: > 4p^> 3 < s + — => 2 < s < 3 

4 

Ta có đánh giá sau: Với m, n > 0 thi 

^ 3 1 3 2 3 

m 3 + n 3 -(m + n) -3mn(m + n)> (m + n) + n) (m + n)-+ n) 

Ap dụng vào bài toán ta có: 

a b 


A > 8 


A >8 


b + 3c a + 3c 


(x + yr +3fx + y)-2xy 
3{x + y) + xy + 9 


tMàỉL-s 

x , y ' 

\ c 

y+3 x+3 


-4 


X 2 + y 2 


-Ặx + ỹ? - 2 xy 

Is 


Thay X + y = s,xy = s - 3 ta có A > (s -1) - vs + 2s - 6 = f(s) 
Xét hàm số f(s) = (s—l ) 3 -\/s 2 + 2s “6 với 2<s<3 ta cỏ 


C(s) = 3(s - 1 )“ - 


5 + 1 

\ỊĨ + 2 s - 6 


Vì s > 2 =5- 3(s -1 r > 3, 


5 + ] 


4 ? + 2 s -6 


1 Ị__ 1 _T_ í 


nên f’{s) > 0 . Từ đỏ ta cỏ f(s) > f{2) = 1 - \ỊĨ. Dấu bằng xảy ra khi và chi khi 
a = b = c 
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Ví dụ 17: Cho các sổ thực dương x,y,ze|j;4 ị,x >y;xà z. Tìm GTNN cùa 

biếu thức sau: p = ————— + — 1 —-— (A. 2011) 

2x + 3y y + z z + x 

. |ỊỊ 

Giải: 

Ta thấy biêu thức p là biểu thúc dàng cấp 
Ta viết lại p = 


X 1 1 


2x+3 y + i + z 1 + x 
y z 


Đế ý rằng > 1. 

y z y 


Ta có bố đề: Với a, b>ũ,ab>l thì : —í-—- + ——— > ——(*) 

1+a 2 1 + b 2 1 + ab 

Thật vậy (*) tương đuong vói: ^k) ^ —— >0 bất đắng thức 

Ịl + a 2 Ị|l+b 2 Ị(l + ab) 

này là hiến nhiên đúng. 


_ X 

Ap dụng vào bài toán ta có: p > ———— + 


] + 


Dặt t 


do x,y e|^l;4]=> t < 2 
_ t 2 2 


í 


y , 2 

—— + 


2x + 3y , |x 2 * + 3 1 + 


í 


Ta CÓ p> f + — f(t) 

2t 2 + 3 1 + t 


r 2 .. r. --i 

Xét hàm 5ố f(t) = —■: -+ ——— với t e 1;2 ta có 

1 + t L J 


f(t) = -2 


2t 2 +3 


t 3 {4t-3) + 3t(2t-l) + 9 


Í2t 2 +3Ị 2 (t + lý 


0 suy ra f(t)2f(2)=|i 


Dấu bang xây ra khi và chi khi 


t - 2 

X £■'<=> x-4;y = l;z = 2 
z y 







|§HjỉSỈHi 
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CAC ví DỤ SAU SẼ MINH HỌA CHO BẤT ĐẲNG THỨC 3 
BIẾN KHÔNG ĐỐI XỨNG NHƯNG CÓ THỂ QUY VỀ MỘT 
BIỂN NHỜ CÁC BẤT ĐẲNG THỨC TRUNG GIAN VÀ KHAI 

THẢC YẾU TỐ ĐẲNG CẤP 

Ví dụ 18: Cho các so thực không ám a,b,c thỏa mãn: a 3 + b ? = c(c - l),c >0 , 


Tìm gĩá trị nhò nhất và GTLN của p - 


a 2 + b 2 +c 2 


(a + b+c)' 


Giãi: 


CTNN: 


H 2 2 Ị ^ ^ 

Ta thấy vỏi mọt x,y e R thi X -xy + y = ~-(x + yY + ^(x- y)“ > ỹ(x + y)" 

4 ' 4 4 


r +-ÍX- vì" > — fx +vr 


Theo giá thiết ta có: a ’ + b 3 + c = c 2 


(a + b)' 


=> c 2 = c + (a + b)(a 2 - ab + b 2 ) > c + > 2^fc. = yịc. 

Tù đỏ ta suy ra: ^ 0 - ——— < 1 

, 5 , , L \ 2 

2 , 2 . 2 + c 2 — + 2 

Tacỏ: P- * + * + Z * ĩ Z - \ eJ 4 

{a + b + cf (a + b + c) 2 Ịa + b + ] Ị 

Đặt t = a t e [Q;lJ 

Khảo sát hàm số f(t)~ - - 1 với teĨ0;l] ta có f'(t) = - <QVterO;ll 

2(t + l) 2 L J (t + 1) 4 L J 


suy ra hàm sổ f(t) nghịch biên . Do dó ta có: f(t) > f(l) = 

8 

Khỉ. a = b = l;c = 2 thi p=“. Vậy Pmin=^. 

8 ' 8 


GTLN: 


Ta có : (a + b +■ c)~ = a 2 + b 2 +c 2 + 2(ab + bc + ca) > a 2 + b 2 + c 2 

Siịv ra p < 1 khi a = b = 0;c = 1 thì p = 1 vậy p 
pẫ ^ 5&r kẩi mầí mu, Ỉắỉi tũ&mẼỈ 
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Ví dụ 19: Cho các số thực a,b,c e [1,2]. 


(a + hy 


Tim giá trị nho nhất cua biêu thức p = — 

c z + 4(ab + bc + ca) 


Giải: 

Ảp dụng bất dăng thức Côsi hộ hai sỏ dạng 4ab < (a + b) 2 , ta dễ dàng nhận 
thấy 

a b^ 2 


p> 


(a+b Ý 


c 2 + (a + b) 2 + 4c(a + b) 


Đặt — + “ = t,t e[l,4] 
c c 


p> 


v c c / 


, ía bf ' 

14- -4- +4 

V c c ) 


á b 
— + 

c c 


) 


t 2 

Ta sẽ khão sát hàm số: p = —— -= f(t) với t e| 1;4~| 

t 2 + 4t +1 


Xét hàm số f{t) = — 


r 


r +4t+i 


1 


7 

te[í;4j ta có f'(t) = —————T>0 vói mọi 


ịt 2 + 4t +1Ị 


te| 1;4] nên minP= Ị- dạt duợc khi t = 1 tức a = b-l,c = 2 

Ví dụ 20: Cho các số thục dư ang a, b, c thỏa mãn: 

a 2 + b 2 + c 2 + ab - 2bc - 2ca = 0. 


Tim gìá trị nhò nhất của p = 


c 2 c 2 '^ab 

■ ““-————— -ệ* I—— 

(a + b-c ) 2 a 2 + b 2 a + b 


Giải: 

Giã thiet bài toán có thể viết lại thành: (a + b c) 2 - ab nên ta dự đoán dấu 

„2 

bằng xay ra khi a = b = c. Từ đó ta nghi đến việc đưa về biến t - 


a 2 +b 2 


Ê _ £ 

hoặc t = ——— . Nếu đánh giá theo biến t - ———— thì sẽ dân đển ngược 
a + b a 2 + b 2 


dấu. Vì vậv ta nghi đến cách dùng theo biến t = 


a + b 







ỉ|rỊỉsỉhí 
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™ , ry c~ c" \Ịãb c~ c" 2ab 

Ta có p ---- + — + ——— > — + ' +-— - Q 

(a + b-c) 2 a z +■ b 2 a + b ab a 2 + b {a + b) 2 
Bây giò ta để ý: 

Khi dấu bằng xảy ra thì "T” = r~——; - L - - — —— - nên ta phân tích: 

8 - 2ab a 2 + b 2 2ab (a + b) 2 F 

_ c 2 c 2 c 2 2ab ^ (c+e) 2 _ [c 2 2ab 4c 2 2c 

Q = -^—+ —-—- + i~r+ — > ' + 2 ■ = — + —- 

2ab + b 2 2ab ^ + b) 2 (a + b) 2 ìị 2ab (a + b) 2 (a + b) 2 3 + b 

(a + bf ( c 


2c _ . 

Đặt t = ——— do (a + b —c) 2 = ab <■ 

a + b 4 

Xét hàm số f( t) -1 2 +1 vói t e[l;3J ta cỏ: 


a + b; 


11 c 3 
< _ ,1 < -- < _ 

4 2 a + b 2 


f’(t) = 2t +1 > 0 => minf(t) = f(l) = 2 khi t = l <=>a = b = c 
Ví dụ 21: Cho các số thục đương a, b,c thỏa mãn: 3b 2 c 2 +a 2 = 2(a + bc). 

a 2 1 4 4 

Tim giá trị nhỏ nhất của biểu thức: p = 2— +-- — +■- : —— 

bc (a + b) 2 (a + c) 2 


Giái 

Già thíet cỏ thể vict ĩai nhu sau: 3b 2 c 2 2bc = 1 - (a -l) 2 < 1 => bc < 1 
Ta cần tận dụng điêu kiện nàv đế đánh gìá p 

1 " 1 c 


Ta có: 


(a + b) 2 ( fl i + bc)íl + b ^ 


V 


Tương tụ 


1 


1 


(ă l + bc)(b + c) 

b 


< a+c > (a 2 + bc) 

( 


. 2 


1 + 


(a~ 4- bc)(b + c) 


Từ đỏ: p > n 2 + 4 —----+-- 

Ja 2 + bc){b + c) (a 2 + bc)(b + c) 

Xét hàm số f(a) = a 2 + —^— trên [0: +qo) 


2 4 . _ 2 4 

a z + — >3i + • 


a“ + bc 


a 2 +l 


a 2 +1 


Ta cỏ f’(a) = 


2a(a 2 + 3)(a - l)(a + Ị) 

(a- + l) 2 


= 0 a = 1 


Lập bâng biêh thiên hãm sỗ f(a) trên [0;+Oũ) ta thấy f(a) > f(l) = 3 
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Nhu vậy minf(a) = 3oa=1^>minP = 3oa = b = c = 'i 


Ví dụ 22: Cho X, V, z ĩà các sô thực không âm [hòa man: xy + yz -Hzx >0 
Tìm gíá trị nhó nhất cứa biểu thúc: 

r = -J = l + ■= = ạa — + Wz +1 + 2^x + 2y + 4 

yx(y+ z)+2z“ ựy(x + 4z) 


Giải. 


p - J + — + 4^2 + 1 + 2^x + 2y + 4 

yx(y + z) + 2z 2 <y/v(x + 4z) 

Ta có: p = 2(^4z + 4 + ^x + 2ỵ + 4) + . I + —ị=L== = 2Q + R 

Ậ(y+z) + 2z 2 yỊyix+^ệ) 

+ Xét: Q = ^Jịz + 4 + yỊx + 2y~+4 >2 + “I- 2y + 4z + 4 > 2 + ^4 + X + 2y + 3z 

(Do >/7+4 + \/b + 4 > 2 + V4 + a + b{Va;b > 0) dâu bằng xẩy ra khi và chì khi 


ab = 0) 

+) Xét R = 


1 | 1 _2_ 

ijx(y + z) + 2z 2 \/y( x + 4z) ^(xy + xz + 2z 2 )(yx + 4zy) 

> _ 2 sỊĨ > 2^2 > 4^2 

- yịlxy + xz 4 - 2 z 2 + 4zy >/{x + 2z)(z + 2y) * + 2y+3z 

4 

Dặt t = X + 2y + 3z >0. Suy ra: ĩ 5 >2(2 + 1 / 4 + 7 ) + —. 

t 

, /r 

Xét hàm số f(t) = 2(2 + V4TĨ) + ^ r te(0;+oo) 

f'(t) = -=L^- = 0 o t = 4 ^ f(t) > f(4) = 4+ 5-yỊĨ, 

V4+ t r 

Vậy niínP^=4 + 5^2 c^x =2;y = l;z =tì 


Ví dụ 23: Cho các sổ thực dưong x,y,z thỏa mãn điều kiện X 2 + y 2 +z 2 =3 
Tìm giá trị nhỏ nhất cùa biếu thức P = x 


(y + z) 2+ (z + x) 2+ {x + y) 2 


jr-* * Ị ■ 

Giai: 


Sử dụng bất đẳng thức Ia + b) 2 < 2Ịa 2 + b' Ị 
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KhiUỉi phá bi íỊiiiịét chuìịên đê PT, bất PThệ PT, bti t ĐT- Ngưỵềit Trung Kiêu 


p> 


( \ 

X V z 

l l 

1 

( \ 
X y z 

ị 

Ị y 2 + z 2 z 2 + X 2 X 2 + y 2 J 

~ 2 

v 3-x 2 3-y 2 3 - z 2 > 




\ 

„2 

.5 

2 

X 

y 

z 

XỈ3-X 2 ) 

y f 3—y 2 ) 

1 

z(3-z 2 ) Ị 

ỉ 

* / 

V 


Vì x,y,z dương và X 2 +y 2 + z 2 =3 nên Jte|0;V3j. 

Xét hàm f(x)-xÍ3-x 2 Ị trên |0;V3|. 

Ta có f'(x) = -3x 2 +3,r(x) = 0<^x = l và f , (x)>0oxe(0;l). 

Suy ra f(x) <f (i} = 2 với mọi xe|0;\/3j. 

2 „2 

X ^ X 

p} 1 " ry 


Do đó 


Tương tụ ta cũng cỏ 


2 ..2 _2 

y ,v ... 2 

fy‘ì 1 >-■’) 


7 7 7 

X + V 4- z ^ 

Từ đó suy ra p>^.---——— = — . Dấu đắng thức xảy ra khi và chi khi 

X = y = z = 1. 

3 

Vậy giá trị nhỏ nhất cùa p là J , đạt khi X = y = z = 1. 


Chú ý: Đế chúng minh bất đẳng thức 

bất đàng thúc Cosí nhu sau: 

Ta có 

(x(3-x j )) 2 =x-.(3-x 2 )(3-x 2 ) 

= ỉ.2x 2 .(3-x 2 )(3-x 2 )<1. 


X 2 

c(3-x 2 )* 


ta cũng có thế su dụng 


2x 2 + 3 - X 2 -f- 3 - X 2 


= 4 


2 

Suy ra XỈ3 - X 2 ìl < 2 . Do đổ —™—~Y > 

1 1 *(3- x T 


X 

T 


























Ch/ TNHHMTVDVVH Khùng Việt 



Ta cỏ p = 


11+1 y 


0 


1 + 


'z 

ơ 


1 + 


n., „_y , _ z X 

Dặt a = - í b = -,c = - i 
X y z 


Khi đỏ a,b,c > 0,c > 1 và p = 7 * + -ị 1 1 

Vl + a 2 \jỉ + b 2 vĩ+c 


Vì abc = l,c > 1 =>ab< 1 * 

Ta chứng minh: 

Thật vậy theo bất đăng thúc Bunhiacopxkí ta cỏ: 


112 
\/l + a 2 \ỊĨ + b" 7ĩ+ãb 
ít đẳne thúc Bunhiacooxki t; 




1 ) 


1 + a 2 1 + b 2 ) 


Ta cân 


\jl + ab 


:ần chứng minh: 2' — —— + — —r Ị 5 

H V Mp i + b 2 J 

o-L_. + -L 7 4-^ r o (a ,- b)2( T at ’ ) >0 

1 + a 2 14b 2 ]+ab (1 + a 2 )(l + b 2 )(1 +ab) 

Điền náy là luôn đúng với mọi ab < 1, Dăng thức xảy ra khi a = b. 

._. „„ 1 , 1 _ 1 , 1 _2a£ + 1 

Quay tró lại bãi toán ta có: I < ■ + "T— - — ■ ■ + —== — — — J 

Vl+ab yl+c / l vl+c ‘v/1+c 


Khảo sát hàm số f(c) = ^Ịậ=J- trên [l;+oo) ta có: 


f(c) = 


2- Vc 


a/1 + c 
=>P(c) = 0«c = 4 


2<l + c)ực<c + l) 

Lập báng biến thiên ta thu được: 

Maxt(c) = khi c = 4 hay X = 4z = 2v 







pí><toí 
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KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìịên đê PT, bất PT iiỊ' PT, bti t ĐT- \$Hụền TruiiỊỊ Kiền 




Ta có p =—*-h 

1-2 

X 


X y z 

Khí đó a,b,c >0;abc = 1;0 <a,b < l,c>1 và p = + k ■+■ 


1-a 1-b gị^-iỊ 

Áp dụng bất đãng thức Cô si ta có: 

a + b > 2 Ị ãb > 2yfãb _ 4'Jab 
1-a + l-b"^(l-a)(l-b) " 1 (ỉ _ tì+ 1 „ b) ~ 2~(a + b) 


Vì a + b> 2<Jạb =>2-(a + b)£2-2Vãb và 2-(a + b) >0 

2-y/ãb . c 2 2 . c 2 C 2 4l6 

Oo do p — 1—— 4 y — 1 í— "t / p V — y J— 1 

1-ựab 8 ÍVc-jỊ %/c-l 8(Vc-l) 8 ị Vc -1Ị 

Xét hàm SỐ g ( c) - c , T trên (1; +OC) thì 

1 / \ 3c 2 -4cs£-16 (>/c-2)(3c>Í + 2c + 4 > /Ĩ : + 8| 

s ( c )=—ĩ—- -> s (c )=0 o c=4. 

lèựcỊVc-l) ĩậiỊcịyỊc-l\ 

Lập bang biến thiên cua hàm g{c) trén (]Ị +0C) suy ra p>4, đẳng thức xay 


ra khi và chi khi a = b = abc = l,c = 4 <=> a = b = — ,c = 4 <=> X = 2y = 4z 
Vây mỉnP = 4, đạt được khi X = 2y = 4z. 




























Ch/ TiVHH MTV DVVH Khang Việt 


Ví đụ 26; Cho các số thực dương x,y,z sao cho X 3 + y 3 + z 3 = 3 . Tìm CTNN 

1 


cua bỉếu thúc p 


4 *^ l/r 


1 2 1/3 

7 rF 


/-1 * 2 1 

Giai 

Áp dụng bất dăng thức Cô si ta có: 

ĩ ĩ_ > 2 2 > 2 

^ Jy 2 + x y ^(x 2 +xy)(y 2 +xy) ^(x 2 +xyj + Ịy 2 +xyỊ ^x 2 +y 

TV_.iAi.-A. 2 . 2Ự3 2 2 %/s 

Từ đỏ ta cỏ: p > j + —— - — —— 


2 + 2 S 


yịx 2 + y 2 1 + z \lĩ-z 2 1+2 
Xét hàm SỐ f(z) = 7 ^ + ĩẨẤ tr^Ị-L ( 0; ] ) ta cỏ 

VTv 1+2 


f(z) 


2z 

2%/3 2z{l + z) 2 

>Ê(|- 

**] 



1 ’ < 1+2 ) 2 (i+z) 2 +! 

(»■ 

- 2 ) 

h/i-** 


f ■ (z) = 0 <=> 2z(l +7.f - 2 S Ị1 - z 2 Ị -Vi -ĩ 2 =0o 4z 3 - 8z 2 + 9z - 3 

(2z - l)|2z 3 -4z + 3j = ũ <=> 7 . - ^ * Lập bâng biẽn thiên của hàm 

í{z) = —■ ^ trên (0; 1) ta có p > —Ị^— I dang thức xay ra khi và chi 

vl-z 2 1 + z 3 

, . J 1 2 __2 . _2 „ „ .. >/3 1 

khi X = y,z = 2 fX +y +z =l<=>x = y = -^-,z = Ỷ. 

Vậy min p = ^- /đạt được khi X = y = ,z = Ậ , 

_ 3 2 2 

Vi dụ 27. Cho các số thực dương a, b, c . 

Tìm giá trị nhó nhất của biểu thức p = 


a 2 , b 2 , 4c 3 

(a + b) 2 (b + c) 3(c + íi) 


Ta có: p = 


+ 


1 


Giải: 

4 


■*ĩĩ ('*:)' 


„ X 3 

1 + -Ì 
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Khiiỉỉỉ phả bi iỊiiiỷêì chuifẻfĩ đê PT t bất PT, hệ PT, btỉt ĐT- Ngưỵềiĩ Tnitig Kiêìĩ 


\y £ ĩ\ 

Đặt x= ■ f y = ~- f z = -. Khi đố x,y,z là các sổ thực dương thỏa mãn 
a ' b c 


xyz = 1 và p - 


1 


1 


3 * 


(l + x) 2 (l + y) 2 3(1 + zf 

Ta chửng minh - 1 —— +--—— > —-— (1) 


1 4 1 £ 
(ĩ+xf + {l+yf 1+ *y 

f v 2 / v2 


Thật vậy, BĐT (1) <=> xy (X - y) + (1 - xy) > 0, luôn đứng. 

Đang thức xảy ra khi vá chi khi X = y = 1. 

Từ BĐT (1) và xỵz ta có: p > —-— +--—— - — Z — +-- —-, 

ỉ + x y 3(1+ z) 3 1 + 2 3(1 + z) 

Xét hàm số f (z) = ———I-——— trên (0; +CO). 

1 1 + 2 3(l + zf ; 

Ta có f'(z) = —-——--—- = - — ^ —-—-=> f(z) = Ooz = l (đoz>0). 

(z + lf (l + z) 4 (l + z) 4 

2 

Lộp báng biến thiên cùa hàm f(z) trôn (0: +X') ta suy ra p > ^, đảng thức 

3 

,, , f X = y = 1 

xảy ra khì 1 o X = y = z =* 1 hay a = b=c. 

2 

Vậy min p - đạt được khi a = b = c 

Ví dụ 28: Xét các số thực a > b > c > 0 thỏa mãn a+b + c — 1 . 

Tìm giá trị nh& nhất của biếu thức, p = J . — + J - + —- j— 

_____ Vb + C Vc + a 5 y^5b 

Giải: 

Trước hết ta chứng minh BĐT : J ——— + J —-— > 2 .— a + (1) 

s Vb + C Vc + a Va + b + 2c 

Vói các số thục dương thỏa mãn a + b> 2c . 

Tkìt ttỉt, t, rk.inn *,AA cg*. k t, ™ r, tt.;< 


Thật vậy, ta chứng mình với các sỏ a, b, X, y, m, n thì: 
Ịa 3 + b 3 Ịị X 3 + y 3 Ị Ị m 3 + n 3 1 > (axm + bỵn ) 3 (*} 

Ap dựng BDT Cauchy ta có: 
































Ch/ TiVHH MTV DVVH Khang Việt 


m 


3axm 


a ’ +b5 y 3 m ’ + n ’ J(a 3 + b 3 Ị(x 3 +y 3 )(m 3 +n 3 ) 

n 3 3byn 

1+n3 ”|(a 3 + b 3 ỊỊx 3 +y 3 ỊỊ 


b* y 

a 3 + b 3 + X 3 + y 3 + m 3 + n" 


m 3 + n 3 


Cộng theo vế hai BĐT trên ta đuợc BĐT cần chứng minh: 
Áp dụng (*) ta có: 


a + I b 


V 


b + c V c + a 


/V 


b + c V c + a 


a 2 (b + c) + b 2 (c + a) Ị 


\Ịĩ77 + \IĩtĨ} [ a2 ( b+c )+ b2 ( c+ »)]M a+b )‘ 


b + c V c + a 

Mặt khác ta có: a 2 (b + c) + b 2 (c + a) = ab (a + b) + c|a 2 + b 2 Ị 

ị 2 2 \ (a + b) 3 c(a + b) 2 (a-bf(a + b-2c) 

nhưng ab{a + b) + cỊa 2 + b 2 Ị - - y - —L < 0 . 


Do đó 


a ỉ b 


b + c V c + a 


(a + bj 3 (a+bý* 4(a + b) 

_ ab(a + b}+c(a 2 + b 2 ) _ ( a + bf c(a + b) 2 a + b + 2c 

1 + 2 


Suy ra BĐT (1) đúng. Đang thức xảy ra khi và chỉ khi a = b. Áp dụng BĐT 

{1) và giá thiết a + b+ L' = 1 , la có: 


P>2. J a ; b . , , 24 z - /r7 * 

V a + b + 2c 5 sỊsã + 5b \ỊĨ + c 5*j5\fĩ 

Xét hàm số f í c) = ^ỊẴ ~ L + — trên j 0;i 

Vỉ n/Ĩ77 5S4ĩ^ l 3 


Ta có: f(c) 


-10^5(1-c) +12(1 +c)v/ĩ 
5>/5(l-c 2 )Vl-c 2 


+ c 


f(c) = 0o-10^5(l-c)+ 12(1 í c)^ĨT7 = 0^36c 3 -17c 2 + 358c-89=0 
o(4c-l)|9c 2 - 2 c + 89Ị = 0«c = j. 



ỉ|rỊỉSỈHÍ 



333 




































































Khiĩni phá hi ÍỊÍIIfêt chuụêtí đê PT, bất PT, í í Ị' PT, bát ĐT - Ngu yễn Trung Kièií 


Lập bảng biến thiên hàm sổ f(c) trên 


0; 


78 

, suy ra p > 1— , đẳng thức 

5V15 


1 ,3 1 

này xay ra khi và chi khi c = —, a = b,a + b + c - loa = b= 7 ,c = -, 
• •' 4 8 4 

Vậy min p - —2=, dạt dược khi a = b = 7 , c = T * 

5 ỰĨ 5 8 4 


1) Chú ý: Bất đẳng thức 1 a +J—^— > 2.1- 

V b + c Vc+a Ví 

■* ■#■ r * r ^ 11 9 JT|V —= ■ _J_ 


[ + b 


(1) 


a + b + 2c 

Với các sô thực dương thỏa mãn a + b> 2c tà bât đắng thức chặt và rẫt hay 
Ta cỏ thê chửng minh nó bằng cách SŨ dụng bất đẳng thức Holder 

21 Đối với bất đang thức: ị a 3 + b ’ Ịl X 3 + y 3 Ị ỊIT 1 1 + n 3 Ị > (axm 4 byn) 

Sau khi khai tríẽn và thu gọn ta có bất đăng thúc tương đương là: 
c 3 b 3 x 3 + a 3 c 3 y 3 +a 3 b 3 z 3 + c 3 x 3 y 3 + b 3 x 3 z 3 +a 3 y 3 z 3 ^ 

> 3ịa 2 b 2 c 2 xyz + x 2 y 2 z 2 abcỊ 

Nhưng điều này là luôn đúng vì theo bat dắng thức Cosi ta có: 

C'W + a'Vy 3 +a 3 b 3 z 3 >3a 2 b 2 c 2 xỵz; 


c 3 x 3 y 3 + b 3 x 3 z 3 + a J y J z J > 3x z y z z z abc 
Ví dụ 29. Cho các số thực dương a,b,cthỏa mãn a + b + c= 1. Tim giá trị 


3,.3„3 


,2„2„2. 


nhỏ nhất cùa biêu thức p = / — - 


ìực aưung ã, D,c rnoa 

‘"-ÍHĨH 

Gíài: 


+ ■ 


18 


a + b + 2c 


( 1 lì 

1 ,v 

2 f ì 

--1 


—7-1 

u / 

[b ) 

u + b ) 


Trước hết ta chúng minh: 


Thật vậy bất đăng thúc cân chửng minh tu ưng đương vói 

ĩ 1 2 > 4 _ j_ 

ab a b (a + b) 2 a + b 


<=> 


1 4 .11 4 (a-b) 2 ^ (a-b) 2 

-7 -+ 7 --- <=>“-— " , - o{a + b}< 1 

ab (a + b) 2 a b a + b ab(a + b) 2 ab(a + b) 


dĩêu này là luôn dứng do a +b < a +b+c = 1, Dấu bàng xáy ra khí a = b 
Trò lại bài toán tạ có: 

18 


p = II ị-l 


. 


ì-1 

b 


-, - 2 -- 7 - 

a + b + 2c a + b 


-1 + 


18 


2 , 18 
+ ■ 


a + b + 2c 1 — c 1+c 
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Ch/ TXHH MTV DVVH Khùng Việt 


Xét hàm sô' f(c) = 


f‘(c) = 


—+ -^ -ĩ trên (0;l) ta cổ 
-c 1 + c 

18 2Í-8c 2 + 20c-8) 

+ c) 2= (l-c) 2 (l + c) 2 


, f<c)=Ooc = | 


(1-cr (I+C) 

Lập báng biến thiên của hàm sô' f(c) ta suy ra f(c) > í 






= 15 


ĩ 1 

Dấu băng xáy ra khi a = b = --,c = Ỷ 

Đối với các bất đẳng thúc 3 biến đốĩ xứng nhưng không củng bậc ta có 
thê đánh gìá theo inộỉ biến đại diện dựa trên quy lac: 

+ Nếu a, b,c > ữ và a+b+c=3m . Khi cần tìm một chặn du ÓI cho tích bc thi 

ta luôn gíá su được: (b — m)(c- m) > 0 <=> bc > m{b + c) - m 2 
+ Khi cần tìm chặn trên và chặn duói cho biến a ta có 2 cách: 

Cách 1: Giã sử a = min{a;b;cj => 3a < 3m <^> a < m => a € Ị*0; mj 

Cách 2: Giá SŨ a = m axja; b;c} => 3a > 3m o a > m => a e [m; 3m] 

+ Nếu có thè rút một biến theo hai biến cỏn lại thì ta hoàn toàn cỏ thê’ quy bài 
toán cán giai quyết thành bài toán cho 2 biẽn sổ . 

+ Khì chứng minh BĐT, hay tìm GTLN, GTNN ta cân lưu ý: Phai tận dụng tối 
đa các bất dang thức trung gian dê lam giám bộc của bất dâng thức nếu có 
thô. Việc làm này sẽ giúp ích rãt nhiêu trong các phcp toán liên quan đạo 
hàm, tính giá trị biếu thức, giai phưong trình... 


Ví dụ 30: Cho X, Y, 7. lá 3 sô thực thoa mãn: 


X 4- y + z = 0 


X 2 +y 2 +z 2 =1 
Tìm GTLN cùa biểu thức: A = x ? +y 5 +z 5 (B. 2012) 


Giài: 


Từ giả thiết ta suy ra z = -(x + y) => X 2 + y 2 + {x + y) 2 = 1 <=> (x+y| - xy = 


2t 2 -1 


Đặt x + y = t=>xy = 


v 1X y<h±x>U t 2>4 


2t 2 -1 


2 3 3 


Ta có p=x 5 +y 5 -(x + y) 5 =-|5x 4 y + 10x 3 y 2 + I0x 2 y 3 +5xy 4 Ị 
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Khíiỉỉỉ yhiĩ bi iỊiiiỷêì chuyên đê PT t bút PTy hệ PTy biĩt ĐT- Nguyễn Tĩiỉtig Kiêỉỉ 


<~>p = -5xy (X + y 11 X 2 + xy + y 2 Ị. Hay p = -|t 3 +1* =5f(t) 

Xét hàm số f(t) = - -'t 3 + 71 trên < t < 

2 4 3 3 

Ta có f'{t) = -^t 2 +4 = 7(1-6t 2 U{t) = U<s>t= + ^ 

2 4 4 V / 6 


4 4 

/ 

Ta tính dược: max f(t) = f 


M _y/é 

- 1 — 1 = — í— khi X = ——; y = z = —— 

36 3 ' 6 


Ví dụ 31: Cho X, ỵ,z là 3 só thực dưong thỏa man: X + y + z = 3. 

F ĩ / 1 % 1 \ 

Chửng minh răng: 4ị X + y' +z 1 +I5xyz > 27 

Giải: 

Cách 1: Ta ý định đua về một biến. Giả sử X = min(x,y, 2 ) =>x < 1 ta có 

4Ị X 2 + y 3 + z 3 Ị + 15xyz = 4{ X + y + z) (x + y+ zf - 3(xy + yz + zx) j + 27xyz 
= 108 - 36(xy + yz + zx) + 27xyz -108 - 36x (y + z) + yz(27x - 36} = A 


Vì 27X — 36 < 0, y2 < 


y + z ' 


suy ra 


A>108-36x(3-x)+ ^ y * z ^ (27x-36) = ĩ08-36x(3-x)+ ^ 3 "^ (27x-36) 

Í3-xf 

Mặt khác: 108-36x(3-x) + - -- (27x~36)>27 <^> x(x- l) 2 >0. 

Suy ra điêu phái chúng minh. Dấu hằng xay ra khi X = V = z - ỉ 

, v3 , \3 

Cách 2: Ta sử dụng bất đăng thức trung gian: y 3 + z' > ——-—— - ——-- 

4 4 

Trong 3 số X, y, z luôn tồn tại hai số ờ cùng một phía so vói 1. 

Không mất tinh tông quát ta gia sứ hai sổ đỏ ỉà y ,2 suy ra 
(y-l)(z-l)>0 o yz>y+ z-l =2-x . Do dó 15xyz> 15x(2-x) suy ra 

4 Ị X 3 + y 3 + z 3 Ị + 15xyz > 4x 3 + (3 “ x) 3 + 15x(2 - x). Bây giò ta chi cân chúng 

minh: 4x 3 + (3 -x) 3 + 15x(2 -x)>27^> 3x 3 - 6x 2 + 3x > 0 C} 3x(x -1) 2 > 0 . 

Nhung bất đăng thức này luôn đúng, Dấu bằng xảy ra khi X = y = z =1 
Sãí ỊKỉL m 8» £8 381 mm 
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Nhân xét: Vói việc phát hiện: X = V = z = I thì dẩu bằng cùa bát đăng thức 
xảy ra. Ta có dicu hiên nhiên sau: (x - l)(y - l)(y-l)(z - l)(z - 'l)(x -1) >0 
Vì vậy một trong ba tích: (x - l)(y - l);(y - l)(z - l);(z - l)(x -1) phái có một 
sổ không âm. 

Giả sử (y — I)(z -1} > 0 ta cùng suy ra được: yz > y + L -1 = 2 - X 
Ví dụ 32: Cho các số thực x,y,ZỂ [-1,2] thỏa mãn X 4- ỵ + z = 1. 

Tìm giá trị lớn nhất và GTNN cúa biếu thức: A = x 4 + y 4 + z 4 


Giải: 

GTLN: 

Ta thấy rằng trong ba số x,y,z phái có ít nhát hai sô' cũng dấu. Giá sử hai 
số đó là x,y suy ra xy > 0, 

Khi đó đế ý rằng, X 4 + y 4 = (x + y) 4 - xy(4x 2 + 6xy + 4y 2 ) < (x + y) 4 = (1 - z) 4 . 
Xét hàm f(z) = (l-z) 4 +z 4 ,zẼ[-],2Ị. 


Do dàng nhận thấy f'(z) = 0 chỉ có nghiệm duy nhất z= 2 ' 

Từ dó suy ra Maxf(z) = Max jf(-1),f(ị),f(2) 1 = f(-ì) =f(2) = 17 

Do dấu đáng thức có thê xáy ra khí (x;y;z) = (—l;2;0)hoặc (2;-1:0) nên ta 
kết luận được max A —17 

GTNN: 

- Nếu hai sô' x,y trái dấu ta suy ra xy < 0 

X 4 + y 4 - {x + y ) 4 " \yí4x 2 + 6xy + 4y 2 ) > (x + y) 4 — (1 - z} 4 

,44 1 1 

Khảo sát hàm số f(z) -(1 - z) + z suy ra min A = z = ^;xy = 0 

16 2 

- Nếu ba SỐ x,y,z củng dấư thì x,y,z e[0;lj 
Ta có X 4 4y 4 >"“Ị * 2 + y 2 ) ^ g(x + y ) 4 


Khao sát hàm số f(z) = i(l - z} 4 + z 4 trên [0:l] 


suy ra 


fmin = —3 «»x = y = z = --. Vậy MinA = —— 
27 J 3 “ 27 

Ngoài ra ta cũng có thế giải theo cách: 
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A = x 4 +y 4 + [l-(x + y)] 4 = (x + y) 4 - 4xyịx 2 + y 2 Ị-6x 2 y 2 +[l~(x + y)] 4 

Dặt x+y=s,xy — p ta cần tìm điêu kiện s,p đê phưong trinh có nghiệm X, 
y thỏa màn: 


x,ye[-l,2] 

-1 < 1 - {x + y) < 2 


<=> ị 


-2 < X + Ỵ < 4 
(x + l){y 1 I) > 0 
(x-2)(y-2}>0 
-1 <x + y<2 


o 


-ĩ < s < 2 
s + p +1 > 0 
p- 2s + 4 > 0 

s 2 > 4p 


<=> < 


-1 < s < 2 
p > —s -1 
p > 2s - 4 

s 2 > 4p 


Ta có 


A = X 4 + y 4 + [l -(x + y)J 4 = (x + y } 4 -4xyịx 2 +y 2 j -6x 2 y 2 j+ [l -(x + y)] 4 
Hay 

A = (x + y ) 4 -4xy|x 2 + y 2 Ị-6x 2 y 2 + [l -(x + y)] 4 = s 4 -(1 -s) 4 —4s z p + 2p 2 

Ta coi đáy là hàm sò theo p thi f'(p) - 4p ( —4s 2 <0 

Xét hai khà nãng : 

Truông hup li — 1 < s < 1 khĩ đó -s - Ị — (2s - 4) = 3 - 3s > 0 suy ra điêu kiện 

2 


của p Jà 


- 4 / 


<f(p)<f{-s-l) 


Truông hop 2 : 1 < s < 2 khi đó — s — J — (2s — 4) - 3 - 3s < 0 suy ra điêu kiện 

s 2 

cứa p là 2s-4< p < — f(2s - 4 Ị < f(p) < f 


2 \ 


4 

y 


Cuối cùng la quy về khao sát hàm số một biến s và so sánh các trường họp 
để thu đuợc kết qua. 


CAC ví DỤ SAU ĐÂY SẼ MINH HỌA CHO PHƯƠNG PHÁP 
LẢM GIẢM BIỂN BẰNG CẢCH ĐẠO HẢM 
TỪNG PHẦN, HOẶC DỒN BIÊN 



Ví dụ 33: Cho a,b,c là các số thực thuộc 


Chứng minh răng: 


7 
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Giai 


Dây ìà bài toán khó muốn giái quyết nó ta phai tìm cách đưa về một biến số: 
Cách 1: Giá sử a = max(a,b,cỊ. 

Trước hết ta chúng minh F(a,b,c) > F(a,b,Vãb). 

Thật vậy ta có 

b + c c + a ựa+vb (va + VbỊ(b + c)(c + aj 


Bày giò ta chứng minh F(a, h, Vãb) > — . 

5 

Do thấy vói giá sử a = max|a,b,cj => X - ^ € [l;3] 
Ta có 


7_ a . 2& 7 X 2 . 2 7 (3-x)[x 2 +(l-x) 2 ] 


5(x + ]){x +1) 


f Ị \ 

Dâu bằng xây ra khi (a,b,c} = I 3,^,1 và các hoán vị cùa chúng. 

Trong chửng minh bất đăng thức đậy còn gọi lã kỹ thuật d'ôn biển. 
Cách 2: 

Xél F(a,b,c) = —+ k +Ạ c 


a + b b + c c + a 


ta coi như a là ẩn: b = max{a,b y c[ 


Khi đỏ ta cỏ 
F'(a)= b 


(a + b) 2 IỊc+a) 2 


2 ^ 2*1 2 
bc“ + 2abc + ba“ — ca — 2abc — cb~ 

(a + b) 2 (c+a) 2 


F'(a) - 0 <=> 


b = c 
a 2 = bc 


bc(c-b) + a 2 (b-c) (a : -bcị(b-c) 

(a + b) 2 (c+a) 2 (a+b) 2 (c+a) 2 

+ Nếu b = c=> F(a,b,c) = ~ > \ 

+ Nếu b > c thì F'(a, b,c) = 0 <^> a“ = bc . Mặt khác F'(a, b, c) đối dấu từ (-) qưa 
{+) khí qua a = >/bc nên 







ỉ|rỊỉsỉhí 
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F{a,b, c) > F( Vbc, b, c) = + —TP» 

vbc + b b + c c + vbc 


b 2 n£ = 1 | 2 

b+c + Jb+^ = ,ị|' 1+ /b 

.. t 2 2 

Xót hàm số ft tì = — -4- tr 


Đặt = t => t <E (l;3l. Xét hàm 90 f(t) = —— + —trên (1;3] ta có 
\c v J t 2 +l t + 1 


f<0= 


2t 


(t 2 + lf > + l) 2 

Suy ra t"(t)<0Vte(l;3 I 


t 3 +2t 2 + t-t 4 — 2t 2 — 1 _ 2{t-l)(i-t ) 

( t 2 + if(‘ + i ) 2 J"(< 2 + if(‘ + ij 


2(l-l)(l-t 3 ) 


7 1 

Vậy f(t) > f(3) = —. Bộ số a = l;b = 3;c = -- và các hoán vị của nỏ thừa mân 
5 3 

díẽu kiện dấu bằng xảy ra, _ 

Ví dụ 34: Cho các so thực dương x,y,zthỏa mãn điều kiện: 
2x + 4y + 7z = 2xvz . Tìm GTNN cùa A = X + V + z 

Giải: 


2x + 4v 

Tù gia thiết ta suy ra 7 — T- 1 thay vào A ta có: 
5 : 2xy - 7 

2x + 4y 

A = X + y + -ị——— — f(x, y) với X, y > 0, 2xy - 7 > 0 


2xy 

Ta coi dây là hàm sô thẹo biến y thi y e 


—;+oc 
2x 


. , 4x 2 +28 (2xy-7) 2 -(4x 2 +28) 

f (x;y) = l-~ ^ 

(2xy-7) 2 


(2xy-7) 


í’(x;y) = 0oy = y D = -—- 

2x 

Để ý rằng: (2xy - 7) 2 - (4x 2 + 28} = 4x 2 y - 28xỵ - 4x 2 + 28 là tam thức bậc 2 

,2 ^ _ _ a _ \Ịax 2 ĩ 28+7 ,, ,,,,_ 

có a - 4x > 0 nen suy ra y (J = -——--- là diêm cục tiêu . 


ự4x 2 +28+7 


Suy ra f(x; y) > f (x; y Đ ) = X + 


2x 

1/4 X 2 + 28 11 


+ ^=8( x > 

X 2x 
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Xét hàm sổ g(x) = X + -——— + 4- trên (0; -HE) ta cớ: 

X 2x 

„_ v , 14 11 2x 2 Vx 2 +7-lWx 2 + 7-28 

g{*> = 1 - - /" =- ' ; /;_ -' 

x 2 Vx 2 + 7 2x 2 2x 2 vx 2 +7 

g'(x) = 0o2x 2 V* 2 + 7 — 11 ”/x 2 +7 -28 = 0 suyra X = 3 

( - 15 

Tù dó ta dc dàng có được: g(x) > g(3) = ~Ỷ 


Như vậy min A = khi và chi khi x = 3;y = ^;z = 2 

Ví dụ 35: Cho các sò thực dương a,b,c thoa mãn đieu kiện: 
ab + bc' + ca -+- abc - 4. Chửng minh: a + b + c > ab+bc + Cá 


Giải: 

Từ gia thiết ta suy ra ab+bc + ca = 4 — ahc thay vào ta có biêu thúc cần 
chứng minh trớ thành: a + b + c + abc >4<=>a + b + (l + ab)c > 4 

Mặt khác cùng từ giã thiết ta suy ra c = — ;ab < 4 ■ Thay vào ta thu 

a + b + ab 

được: a + b + ——------> 4. Đáy là biếu thức đổi xứng loại 1 ta đặt 

a + b + ab 

s - a + b, p - ab thì bất đẳng thức cần chủng minh trỏ thành: 

s+ (4-pMl+p) váU 2 <4 

s + p 

Ta cần chặn dưới đủ chặt cho p, giá sử c- min(a;b;cỊ suy ra 
ab + bc + ca + abc = 4 < ab + ab + ab + ab-Tab = 3ab + ab~Jãb 3p _ì + p 2 — 4 > 0 

3p 3 + p 2 4 > 0 <=> (p l)(3p 2 +4p + 4}>0=>p>ỉ 
Quy đỏng mầu số ta đua (*) về: 

s + (4-pKl + p) > 4 0 s 2 ' ' „ 4s „ 2 . + 4 > 0 

5+ p 

Ta coi s là án thi f(s) = s 2 + sp — 4s — p—p 2 +4 có f ’(s) = 2s + p — 4, 

Vì p ề 1 => s> 2 suy ra f’(s) > 0 

<=> f(s) >f(2,/p) = 4p + 2pựp-sựp -p 2 - p + 4=-p : + 2p v /p+3p-8 ì /p +4 
Vòi t = yịp thì l<t<2 f(t)=^t 4 + 2t 3 +3t 2 -8t + 4 = (t~l) 2 (4-r)>0 
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Tù đó suy ra điêu phải chứng mỉnh: Dấu bằng xảy ra khi và chi khi 
a =b=c=l 

Ví dụ 36: Cho các số thực đương a,b,c thóa mãn đféu kiện: abc+a + c = fo. 

— ._. 2 2 3 10 

a z +1 b~ +1 c 2 +1 3 


Giãi: 

Tù giá thiết suy ra: a + c = b(i - ac) => a < -; b = a — c thay vào vế trái ta có: 

c 1 —ac 


VT = 


2, 3 , 2 (a + c) 2 

a 2 +l c 2 +l (l + a 2 )(l + c 2 ) 


2 . 


Xét hàm SỐ f(x) - —Ặ — + 


3 + _2(x + c)' 


- _ , --2 với 0<x<-. 

yT +1 c 2 +l (l + x 2 )(l + c 2 ) c 


Ta có f'(x) -— 2o(x _+ 2xc —’(x) = 0<^ x 0 = -c + -v/c 2 +1 vì 0<x< — 
[(l + x 2 )(l + c 2 )] \J c 


' 1 ' 

0;4 

C J 


Có í ’(x) đổi dấu tù (+} sang (-) khi qua xo nên f(x) < f(X|})Vx € 

Ta có f(x 0 ) = -f== + = g(c). Xét hàm số g(c) = - f== + ;c > 0. 

Vc 2 +1 C + I Vc 2 +1 C Ấ + Ì 

Tacóg’(c) = —-|CÍ£ỈL_;g’ (c) = o«.c 0 =-L; 

(c 2 +l) (3c + >/c 2 +1) 

g'(c) đôi dấu tù (+) qua {-) khi qua Cp - nên ta cỏ g(c) < g{c 0 ) = 

2sỊ2 3 

Đâv là ví dụ điên hình vẻ lợi thẻ' cùa việc đưa vẻ một biến số. Đê vận 
dụng phương pháp này học sinh cần khéo léo trong chọn biến sổ và chi ra 
diêu kiên. 


Ví dụ 37: Cho a, b,ce[l;2]. 



Tìm giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của p = (a + b + c) 

Ị1 1 i 

- + — + — 

2 

u b cj 



Giải 
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Ta có: p = 


^111^ 
y z 


(x + y + z) 2 a x + y + z -(* + y + z) : = 9<x + y + z)>ý 

ì 


Dấu bằng xảy ra khi X — y = z — ^ o a - b = c - 2 


Xét hàm số f(x) = 


/ 1 1 o 
— + — + — 

X y z 


Ịx + y + z)~ vói x,y,ze 




Không mát tính tổng quát ta có tho giá sử: X >y>z 


] 2 

f(x) = ——(x + y + z) + 2(x + y + z) 


f \ 1 ,l' 

— + — + - 
X y z; 


. j 1 1 ỉ ^ 1 

= (x + y + z);2 —+ —+ — —rr(x + y+z) 

L l x y Z J X 2 

1 ( 1 lì V + z 

of(x)=(x+y+z) -+2 - + - 

X y X 2 

= ^Y~"xyz + 2x 2 (y+z) - yz(y + 2)1 

xryz L J 

Với gíá sử X > y > z ta suy ra 

xyz + 2x (y + z) - yz(y + z) > xyz + 2x (y+z) -X (y+ z) = xyz + x (y + z) > D 


Do đỏ f(x)<f(l) = 


-11 
1 + —+ — 
y z 

Tiếp tục xét hàm số: g(y) = 
Ta có: 


2 

(l + y + z) =g(y) 


-11 
1 + —+ — 
y z) 


2 

(l + y + z) với x,y,ze 


ì* 


8 '(y) = ~(l + y + 2) 2 +2(l + y + z) 


144 

y z ) 


= (l + y + z) 


2 + 2 


1 . 1 

— + — 


1 


V Zl“ứ' 1+y + z) 

y z ) y z 


<=>gXy)=(i+y+z) 


■12 1 z 

2 + - + -—=-—=- 

. y z y y J 


= illpl| 2y 2 (z+1) + zy _ z _ z 2Ị 

jrz ' 


Xét t(y) = 2y 2 (z + 1) + zy - z - z 2 có 



ịỉĩỉHi 
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t(y) = 2ỵ 2 {z + l) + zy -z-z 2 ; 


A = z 2 +8z(z + l) 2 =>g'(y) = 0<=> 


Ta chứng minh: 


-z + -Jz 2 + Rz(z +1) 2 ^ 1 


—z + + 8z{z + !)*" 

4(z +1) 

-z - yỊĨ 2 + 8z(z + l) 2 
4<z + l) 

<i<^6z+4>^/z 2 + 8z(z + l) 2 


4{z +1) 

o36z i +48z + 16>8z J +17z 2 +8z 0192^+402+ 16-8z J >0 
điền này là hiến nhion đủng do x,y,z eỊ-i;l 

Từđỏsuyra: g’(y)>0 với x,y,zeỊ^;lj 
r -ị\ 

=>g(y)<g(l)= 2 + 3 (2+z) 2 =h(z) 

Tiếp tục xét hàm số: h(z) = (2 + ” (2 + z) 2 

V z / 

=>h'(z) = —Ụ(2 + z) 2 + 2Ỉ 2 + ~ |(2 + z) 

? 2 ^ z / 


= (2 + z) 


f 12) (2 + z)Ỉ4z 2 +z-2 | 

4 wJ-iỉ—- 


Lập háng biến thiên suy ra h(z) - 2 + — 


(2 + z) z < h(l) = 27 


Ví dụ 38: Cho các số thực a, b,c Ế [l; 2 I thỏa man 4a + 2b + c = 2 L 

33 1 2 3 11 


• . 33 1 2 3 11 

Chúng minh rằng 7 ^<- + ^ + — <—, 
5 6 10 a b c 2 


Giải: 

. n 12 3 11-c . 3 

Đặt: P-3 + ^ + 3 = ^—+ 3 
a b c 2ab c 

Tù già thiết a,b,c g[1;2] ta có :(a l)(b -2) < 0 =>ab <2a + b-2 = 
(a - l)(b -1) > 0 => ab > a + b - 1 - 2a + b - a -1 > 2a + b- 3 = ^ ~ c 


7-c 


0 ) 


(2) 
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11-c 3 

Tủ (1) tá có: p > —— + — = f(c). Khảo sát hàm số nãy trên [1; 2| thu được 

7-c c 

33 í 5 

ngav f{c)> f{2) = Đang thức xáy ra khi và chi khi: a-“,b-c = 2 

11 “C 3 

Từ (2} ta có p< ~z -—— + — = g(c). Khao sát hàm sổ g(c) trên [1; 2] ta cùng 
5—c c 

thu được : g(c) < g(l) — Dăng thức xảy ra khi và chi khi : a =2,b = c = 1 


Cách khác: 

Ta có : a = 


11 - 2b - c 


Khí đó ta có; f(b,c) = ——^^ + — Vb,c e[l; 2] 

ll-2b-c b c 

^^ s 2 2(4b+c-ll)(U-e) n 

Ta có : f (b) --——- = ——-- - ^ < 0 

(11 - 2b -c) 2 b 2 (ll-2b-c) 2 * 2 
Vậy f{b;c) nghịch biến trên đoạn [1; 2] 

Vậy : f(2,c) <f(b,c)<f(l,c)o —^—f — +1 <f(b,c)< ^ + —+ 2 

7—c c 8”CC 

Và tiếp tục xừ lý tiếp ta thu được kết quả _ 

Ví dụ 39; Cho x,ỵ,ZỂ [-1; 1 I và thỏa mãn xy + yz + zx = 0. Tìm giá trị nhỏ 

nhất cùa biếu thúc: p = y 2 + z~ + 4x-2y -2z 

Giải: 

Ta có thế giai quyết bài toán bằng phương pháp đạo hám như sau: 

Vói y = z = 0 => p = 4x . Vậy vói X e Ị-l;l| ^ p > P(-l) = -4 


vỏi y, z * 0. Từ điều kiện xy + yz + zx = 0 => X = 


-y± 

ỵ + z 


t K 1 TI 

Thể vào p ta dược p = y + z - 2y - 2z - 


4ỵz 
ỵ + z 


Ta có: P'(y) = 2y—2 


4z 


(y+z) 


<0 Vx,y,z€[-l;l]. 


Vậy hàm sô' p = y 2 + 7 2 - 2y -2z - nghịch biển trên đoạn [-1; ]] 

Do đỏ P(y) > P(l) = z 2 - 2z - ỉ - - = g(z) 

1 + z 







8t&ftỉí£ 
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# ì 42! 

Tương tự ta xét hàm số: g(z) = z - 2z -1 — — 

1 + z 


Có g'(z) = 2z-2 


4z J 


(l + z) 


<0 Vx / y / z é[-l;l]. 


Do dó: g(z) là hàm số nghịch biến trên [ -1:1] 
Vậy g(z)>g(l) = -4 . 


Giá tri nhô nhất của p là -4 đạt đưọc khí hoặc -Ị Ị hoặc 


y = z = 1 


X — 


y = z = 0 

x = -l 


Ví dụ 40: Cho các sô không âm a,b,c. thỏa mãn a + b + c = 3 
Chứng minh rằng (5a + b)(b" + 4ca) < 80 

Giãi: 

Áp đụng bãt đang thức AM-GM ta cỏ: 


4(5a + b).5(b 2 + 4ca) < 


20a + 4b + 5b 2 + 20ca 


Ta cần chúng minh: 
20a + 4b + 5b“ + 20ca 


< 1600 <=> 20a + 4b + 5b~ + 20ca < 80 


Tủ điều kiện: a.+ b + c = 3 suy ra: c = 3 —a — b thay vào biếu thức rồi rút gọn 
ta được: 20a 2 + 4(5b - 20)a + 80 - 4b - 5b 2 > 0 

Xét hàm số: f(a) = 2Qa 2 + 4(5b — 20)a + 80 — 4b — 5b 2 => í '(a) = 40a + 20b — 80, 
Vi f'(a) = 0oa = 2^ ( ị < 2 - J < 2 c [0; 3]. 

Suy ra f(a)> f(2-|) = 2(28-5b>b >0 . 

Đẳng thức xây ra khi: a - 2; b = 0; c = 1 
Ví dụ 41: Cho a, b,c. Lã các số thục thay đối trong khoáng [1; 2], 

Chứng minh rằng, a 3 + b 3 ■+■ c 3 < 5abc 


Giái 

Bất đăng thức cần chửng minh mang tính đối xứng giữa các biến, do đỏ 
không mất tính tông quát, ta giả sú 2 > a > b > c > 1 

Đặt í(a,b, c) = a 3 + b'" + C ' 1 - 5abc . Xót hiệu sau: 
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f(a,b,c) -f(a,b,l) = c^ “5abc -1 + 5ab = (c - ì )(l 4-c + c 2 -5abỊ 

Đê ý rằng c — 1 >0 và 1+C+c 2 — 5ab< 1 + c — 4c 2 = ^(c — 1)~ — 3c +1 < 0 
Do vậy (c-l)Ịl + c+c 2 -5abj <0 hay f(a,b,c) < f(a,b,l) 

Tiếp tục xét hiệu sau: f(a,b,l)- f(a,l,l) = (b - l)Ịl + b 2 +b-5aj 

Và với: chú ý Ịl - b 2 + b-5a Ị < 1 -4b + b 2 = (b - ] )|. b-2)- b-1 <0, ta suy ra 
f(a,b,l)< f(a,l,l) 

Nhu vậy fỊa,b,l) < ) = a ’ — 5a + 2 =^a —2||a 2 +.2a —1Ị 


Từ đó ta suy ra t'(a,b,cỊ < 0 hay a'’ + b' 1 + c 5 < 5abc. Bài toán kết thúc. 

Ví dụ 42: Cho các số không âm a, b,c. thỏa mãn ab + bc + ca = 1. 

_. , a 2 + b 2 + c 2 + 3 ^ 5 

a + b + c - abc 2 


, * ĩ * 

Giai 


Ta có các biến đòi nhu sau: 
a 2 . u2 . J , , _ .2 . u2 , J. 


+ b 2 +c 2 +3=a 2 +b 2 + c“ + 3(ab + bc + ca} 

= (a + b)(b + c) + (b + c)(c + a) + (c + a)(a + b) 

+ A + b + c—abc = (a + b + c)(ab + bc + ca)-abc = (a + b)(b + c)(c + a) 




Ta đua bất đăng thúc về dạng: — — — + — — — + —— > “ 

a + b b + c c + a 2 

Không mất tính tổng quát ta giá sử a > b > c. 

Từ giá thiết ta suy ra ab, bc,ca e ^0; ] \ 

Dê ỷ rang: 


1 1 b + c b + c 

—7" + — —- —-— H" —---7 

a + b ã + e (a + b){b + e) (a + c){b + c) 



I 

l + b 2 


+ 


1 ' 
1 + C*J 


Mặt khác ta có bô đó sau: ——— + ——— > 1 +---— (*) 

1 + b 2 I + c 2 1 + (b 4 c) 2 

Thật vậy sau khi quy đồng và thu gọn thì bất đắng thức (*) trờ thành: 


bc 

[’■ 

“ 2bc - 

bc(b + c)“ ~ị 

L 

K) 

M 

Ị1 + (b + c) 

2 ] 


Ta cân chứng minh: 




ịỉĩỉHi 
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2— 2bc — bc(b + c} 2 >0 

2(ab + bc + ca) - 2bc - bc(b + c) 2 >Oo 2a(b +c) - bc{b + c) 2 > 0 


Nhung điêu này là hiển nhiên đúng do: 

2a(b + c) - bc(b + c)“ = {b + c)ị" 2a - bc(b + c)J > (b + c)[2a — (b + c)j > 0 


Quay trở lại bai toán: Bất đăng thức cân chứng minh có dạng: 

b + c 1 . 5 . , 1 1_ > 5 

2 


b + c + 


l + (b + c)" 


1 ^ 5 _ u , „ . 1 

<=> b + c + ——— 
b + c 2 b + c 


b+ c 


+ b + c 


Đặt t = b + t + — 1 — => i > 2. 
b + c 

1 5 

Ta quy bàị toán thành: t + -j--^>0o(t-2)(2t-l}>0. 


Điêu này là hiến nhiên đúng. 

Khí a = b —l;c = 0 thì dấu bằng xáy ra . Vậy bài toán kết thúc. 
Ví dụ 43: Cho các số thực x,y,z E 10; 1 ], 

Chứng minh rằng 2Ị X ’ + y' + z 3 Ị — X"y — y 2 2 — Z 2 X < 3 


Giai 

Nếu z = 0 thì bất đẳng thức luôn đúng. 

Nếu z=ể 0 ta đạt 

í(x) = 2|x 3 +- y 3 + 7? I — x 2 y- y 2 7. — Z 2 X = 2x 3 - yx 2 — Z 2 X + 2ịy 3 + z 3 Ị -y 2 z 


Ta có: f(x) - óx 2 - 2yx - z 2 ,£'{*) =0o 


X| -^ịy-yịy 2 + 6z 2 j<0 

* 2 =|(y + Vr+ẽ?) 


Vì f(x) đbi dấu từ (—) qua (+) khi đi qua x -5 
nên Xt = x cđ ; y,z e^0;lj =>x 2 e(0;l) 


Suy ra í(x) < f(l) = f(x) = 2|y 3 + z 3 Ị — V 2 Z -z 2 — y + 2 vói Vxe[ơ;lj 


Bày giò ta xét hàm số g(y) = 2y 3 —zy 2 — y + 2z 3 -z 2 +2 với Vy £ [d;lj 
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Ta có: g (y) = 6y 2 -2yz- l,f'(y) = 0 <=> 


I 

yi 6 Z - 
y 2 =^z + ^z 2 +6 
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Vì g'(y) đôi dấu tử (—) qua {+) khi đi qua y 2 
nên y 2 =ycT' 2 e[ơ;l]=>y 2 e(0;l) 

Suy ra I ^ *I~~ jjj vói Vx e [O; 1 ] Ta có g{ 1) - g(0) = 1 - z > 0 => g( 1) > g{0) 

Có: g(l} = 2z ì -z 2 -z + 3 - z(2z 2 -z -1)4- 3 = z(z-l){2z + 1) + 3< 3 suy ra 

đíèu phải chửng minh 

Dấu bằng xảy ra khi X = y = z = 1. 

Ví dụ 44: Cho các sổ thực duorng X, y, 7. € [ 1; 4 Ị, X > y; X > 7., 


Tìm GTNN cùa hiếu thức sau: F = 


X y z 

—--—- -( — H-- 

2x + 3ỵ y+ z z + x 


Giàì 


Ta thấy p là biếu thức cùng bậc (0) la nghi đến hưỏng làm giám biến sổ 
bằng cách: 


Cách 1: Khi đó ta cỏ: 1’ 

Xét hàm số: 

1 a 


f(a) 


b e 

LH 



1 

L 

a 

b 

J. 

2 4 3a ' a 

1 + b 

b 4 1 

b 

=>m- 

-3 


ta coi a là ẩn 


b _ b<2 4 3a) 2 -3(a + b) 2 


Ta thấy b(2 4 3ạ) 2 - 3(a 4 b) 2 = 9a 2 b 4- 6ab 4 4b—3a 2 - 3b 2 

> 15a 2 b + 4b -3a 2 - 3b 2 = 3a 2 (5b -1) + b(4 - 3b) > 0 


nên hàm sở f(a) đông biến trên 
Suy ra f(a) > f 


5» 


1 ^ 




4 1 b ,,, 


11 1 + 4b b + 1 

Khảo sát hàm số g{b) ta cỏ: g(b) >g 


f lì 34 


UJ 


33 33 


Dẩu bảng xảy ra khi 


1 

a — — 

4 

b = — 
2 




X - 4y 
X = 2z 


;x,y,z e [l;4]=>x = 4,y = l,z = 2 







ỉ|rỊỉSỈHÍ 
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Cách 2: p = 


X y z 

+ —— + —— 
2x + 3y y 4- z z + X 


Lấy đạo hàm theo z ta có ; p'(z) = 0 H --—- 4--—— = —— 

(y 4- z) 2 (z + x) 2 (y + z) 2 (z + x) 2 

+ Nếu X = y thì p = ^ 

J 5 

+ Ta xét x>y thì lập báng biến thiên hàm số p theo z, ta có p nhỏ nhất khi 
z = Jxỹ 




Đặt t = 


. p => p thành f{t) = ị- + -=- t e (l;2“| 
]Ịy 2t 2 + 3 1 + t J 

_ ■, V , . , o\i 


(2t 2 + 3) 2 (t + I) 2 

Vậy p > f(t) > f(2> = ^ , Dấu "=" xay ra khi X = 4; y = l;z = 2 

Ví dụ 45: Cho: 0<a<b<c<l. 

Tìm giá trị lón nhất của p = (a 2 — b 2 )(b — c) + c 2 {l — c) 

Giải: 

Ta đặt f(a, b, c) = (a 2 - b 2 )(b- c)+ c^l-c) ta có 
f(Ọ, b,c) = “b 2 (b -c) + c 2 (l -c) 

=> f(0, b J c)-f(a H b,c) = -a 2 (b-c)>0(b<c) => í(zi,c) <f(0,b, c) 
Ta xem hàm số trên là hàm so với biến b. 


f(b):= -b 1 + b 2 c4-c“('l -c) =>f’(b) = -3b 2 +2bc;f'(b)- 0ob = 0 ;b=~ 


-. f 2cì 

Dẻ dàng lí luận được: = f -7- => p < í 

V 3 ) 

S'(c) = -^ + 2c;g'(c)=0oc = 0;c = g 


^2c ^ 
3 ; 


23c 2 _,_ v 

± %~ +c = 8Í C > 




18' 

v23, 


1Q 8 w„.n_ 108 _ -.12 18 

~~~ MaxP = -rrr <=> a = 0;b =■ T—,c= 
529 529 23 23 


Ví dụ 46: Cho các sô' dương a, b, c thỏa man a + b 4-0 = 6 va 
M && m mã ãm Bã^HSíi iHKgssiíía; 
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ã 2 +b 2 + c 2 - 14. Tim CTLN và GTNN của biêu thức p - . 

c 

Gỉảỉ 


Tủ giả thiết, t A có a + b = 6-c,a" + b 2 =14—c 2 và 

(a + b) +ía 2 + b 2 j (6-c) 2 -(14-c) 2 7 

ab = - — -- = -—— - — - c 2 - 6c +11 

2 2 

Vói kết quả vừa thu được này, ta thấy a,b ĩà hai nghiệm cua phương trình: 

X 2 -(6-c)X + c 2 -6c + ll=0 (1) 

Ngoài ra theo đỏ bài thì a,b chắc chắn tồn tại nên ta phải có: 

A = (6 -c) 2 - 4ỈC 2 -6c + 11 j = -3c 2 + 12C“ 8 > 0 o -—^— < c< ã + 2>/3 

Lúc này, tạ tim đu ọc các nghiệm cua phương trinh (1) lá: 

v _ó-c + 7~3c 2 + 12c-8 6-c-7-3c 2 +l_2c-8 

X T _ — - ;X 2 - - f- 

Như vậy sẽ cỏ hai trường hợp có thê xảy ra lá: a = Xj,b = Xi và a = X 2 , 
b = Xj. Mặt khác ta lại thấy rằng 4 Xt + Xj <4 Xị + X 2 (vì Xj > X 7 ) nên: 

+) Trong truòng hợp tim maxP, ta chỉ cần xét: a = Xj, b = x ? là đủ. 

+) Còn trường hợp lim minP thi ta chi cán xét ngược lại a = X T , b - X| 

*} Tìm maxP: Lúc này theo lập luận ó trên, ta có a = X|, b = X 7 nên 

6-C + 7-3C 2 + 12c-R 6 - c- 7~3c 2 +12c-8 

T’-* ~ 

p =-i---2- 

c 

_ 3ũ-5c + 3\/-3c 2 +12c-8 
~2c 


1 ^ 3-75 3 + 73 6-273 _ 6 + 273 v 

Đặt t = - thì ta có < t < (do —< c < —) 

c 4 4 3 3 


15 5 3 


ĩ 2 


2 2 


và p = —-^ + ^./-3 + —-~ = 15t + ^>/^8^+12t-3- 


5 


Xét hàm SỔ f(t)15t + ^\j-8t 2 + I2t - 3 - ^ với - < t < 

2 4 4 


¥ 

_ 3(3-4t) _í_ 3_4t ) 

Ta có r(t) = 15 + - 7 ; — =3| 5+ , = = = 

\l-8r + 12t - 3 { 4-8t 2 + 12t - 3 J 
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3 - 4t < 0 




2 sỊ- 8 t 2 + 12 t - 3 ] 


4 



Lập bảng biến thiên cùa f(t) trên 



4 4 



3-^3 3 +>/j 
4 ' 4 


n ^ J ỵ 

Đăng thức xáy ra khi và chi khi a = X 1# b = X 2 và t = — = — , tức 



*) Tim minP: Bằng cách tương tự nhu tun maxP Ềa dễ dàng tim được 
min F - 2, đạt được khi a = l;b = 2;c = 3 

Ví dụ 47: Cho a,b,ce[0;2j và a + b+c = 3.Tim giá trị nho nhất và giá trị 
lớn nhốt cùa bi cu thúc p = a 2 + 2b 2 + 3c“ 2a 24c + 2060 


Gíài 


Viết lại: p = (a -1) 2 + 2b 2 + 3(c 4) 2 + 2011 
Từ già thiết ta suy ra 

c = 3-a-b;c6[0;2]=,0£»- a -bs2=»1-bs a s3-b 

Ta có F = (a-1) 2 + 2b z + 3(1 + a + b) 3 +2011 

Coi nhu a là ẩn sô' 1 - b < a < 3 —b; b là tham số vói b e. [O; 2~\ 

_3b - 2 

Ta có: f(a) = 2(a -1) + 6(1 + a + b) = 8a + 6b + 4;f(a) = 0oa = —-<I-b, 


4 


do be[ũ;2] 

Vậy f(a) đỏng biến trên r 1 - b; 3 — bj 

Do đỏ Minf(a) = f{l - b) = b 2 + 2b 2 +12 + 2011 = 4b 2 + 2023 > 2023 
Vậy minp-2026 khi a = l;b = 0;c = 2 

Maxf(a) - f(3 - b) = (b- 2} 2 + 2b 2 +48 + 201 ỉ = 3b 2 - 4b + 2063. 

Ta có f (b) = 6b-4 = 0 o b— suy ra maxf(b) — max(f(0); t(2)} = f(2) = 2067 . 
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Vậy MaxP=2067 khí a = l;b = 2;c = 0 
Ví dụ 48, Cho a,b,c>0 vàa+b+c = 3. 

Tìm giá trị lớn nhất cùa biếu thúc p = a + ab + 2abc 

Giãi: 

Ta viết lại p = a[l 4 b(l 4 2c)l. Ta tìm cách đánh giá b(l + 2c) theo b+c 
Theo bất đang thức Cosi ta có: 


b( 1 + 2c) = i 2b(l + 2c) < ~ 
2 2 


2b + '1 + 2e 


(7-2af 


1 + 


8 


= f(a). Xét hàm số f(a) = a. 


Tử đó suy ra p<a, 
với a g(ũ;3) 

(2a-3)(6a-19) 3 

Ta cỏ f (a) = —-q—-— ;f(a) = 0oa = : 

8 v 2 

Lập bang biến thiên của hàm số f(a) trên 10:3) suy ra f{a) < f 


9 9 ' 4 

Tù đây ta suy ra p < ", Pmax = " khi và chi khi 


a = — 

^ 3 ] 

2c +1 =■ 2b oa=“,b = l;c = 7 
2 2 

a + b + c = 3 


8 


f ^ 


[2 


9 


Ví dụ 49. 

Cho các số thục không âm a, b,c sao cho a > b > c và a 2 + b 2 + c 2 = 3. 

Tìm GTNN, GTLN của p = 2ab + 3bc + 3ca +- ị— 

a + b + c 

Phân tích: 

+ Ta tận dụng giá thết đê nhóm thành hằng đang thức: 

p = (a + b + c) -3 + c(a + b) + -. Do các số thực không âm a,b,c vã 

a + b + c 

a>b>c suy ra C<1. Nhìn biếu thức p ta nghi đến việc đưa về biến 
t=a+b+c. 

Theo bất đẳng thức Cô si ta có: 
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1 , v -1 {a +b + 2c1 (a + 

^.2c(a + b) < ™ ~~~~ j <ị[^ 


b + c + 1 Ị 


khi đó ta có: 


p < (a + b + c)~ + ^(a + b + c + l)"+-^-3. 

8 □ + h + c 

Đặt t =a + b+c thì sT + b 2 + c 2 < (a + b + c)~ < 3Ịa” + b' + C" 1 => t eI \Ỉ3 ;3 j 

Khảo sát hàm số f(t)-t 2 +^{t + l} 2 +Y“3 trên I V3;3j ta thu được 

maxP =10 <=>a = b =c =1. 

+ Bây giò ta tim GTNN. 

Do c > 0 => p = (a + b + c)” - 3 + c(a + b) +-^-> (a + b + c) 2 - 3 + 


ạ+b+c ' ' a+b+c 

Khảo sát hàm số f(t) = t 2 + --3 vói t G1^>/3; 3J suy ra 

min p = 2^3 <=> b = c = 0;a = V3 . 

Ví dụ 50. 

Cho các sô thục không âm a, b,c sao cho c = maxja; b;cỊ và ab + bc + ca >0. 


Tím GTNN cùa biểu thức: p = —— + 2, / + 3?/ c 


b + c 


! Ễ 


a + b 


Theo bất đang thúc Cô si ta có: +1 > 2y ta suy ra 

p = —— + 2 > 2.1-?— + ^J——— + SỉPẸr ■ 

b + c Y c + a V a + b Y b + c Y c + a Y a + b 

Ta nì ong muốn có một đánh giá J—^ — + J theo J - — ^ 

Y b + c Yc+a Y c 


Ta già sử a < b 
Ta chúng minh: 


1 u vnưi mum- 

ỉỉr+IXi ẼỊ±«J 

vb + c 1/c + a V c \i 

Ta có: 


ac 


(b + c)(a + b) 


[ bc 

Y (c + a)(a + 


b) 


>1 


ị ac _ 2ac > 2ac 

^(b+c)(a + b) ” 2 % /a(b + c).c(a + b) ab + bc+2ca ' 

/ bc 2bc 2bc -pi 11 _ 

Y(c + a)(a + b) 2yb(c + a).c(a + b) ab + bc + ca + be 
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ac 


1- _ -- - +>- _Ị? c _ ■■> 2ac _ 4. _ 

fb + c)(a + b) Y( c + a )í a + b) ab + bc + 2ca ạb + 2bc + ca 

2ac + 2bc 2ac + bc + ab k _ , - _ „ 

ầi ————-— > ——■——-— = 1. Dấu bảng xảy ra khi a — b = c hoặc a = 0. 
ab + bc + 2ca ab + bc + 2ca 

Như vậy ta có: p > 2^| a — k + 3^ —^ k - 1. Dặt t - ^Ị~~ 




Khao sát hám sổ f( t) = — + 31“ — 1 trên 


\fĩ 


;+Q0 


suy ra 


min f(t)=4ot = loa+b = co 


a = 0; b = c 
b = 0;a = c 


Ví dụ 51. 

Cho các số thực không ám a > b > c > 0 và 3ab + 5bc + 7ca < 9, 

, 32 1 1 

Tim giá trị nhò nhất của p = — -■ + - -—- + — - - 

(a-b) 4 (b-c) 4 (c-a) 4 


Phân tích: 

Ta dụ đoản dấu bằng xảy ra khi e = 0. 

„ ._, „ 32 1 . 1 ^ 32 1 , 1 

Ta cũng có: p = + , + -—> —— + -- + . 

(a-b)' (b-c) (c-iẩ) (a-b) 4 b 4 a 4 

Mặt khác từ gici thiết ta suy ra 9 > 3ab + 5bc + 7ca > 3ab <=>ab < 3 
Tù đó ta đông bậc hóa biểu thức p để quy về một ẩn số: 


Ta có: r> 


aV 


32 


_ 11 

(a — b) 4 b 4 a 4 


l 


KM 

\b a ; 


+ 


i + Ị-2 

b a ỉ 


1 

Kháo sát hàm số f(t) = 

9 


32 


(t-2ý 


+ t z - 2 


trên (2; +x) ta thu dược 


minP = f(4) = 10c} 


t = 4 
ab = 3 








5 8|&ftỉíỉ: 

ĩ SSIk&íSS 
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p — 

X 

4 

y , 

z 

5 + 3| 

(y 3 « 3 ) 

1 

1 5+3j 

[z 3 +x 3 Ị 5+3| 

(*v) 


Phản tích định hướng 

Tìm max: Do X, ỵ,z >0 nên ta có: 

X ^ X ỵ y ' z 

5 + 3ị y 3 + z 3 Ị ; 5 + 3| z 3 + X 3 Ị ^5 + 3^+y 3 ) 

p _ X y z 

5 + 3(y 3 + z 3 Ị 5 + 3|z 3 +X 3 Ị 5+ 3|x 3 + y 3 Ị 


x+y+z_l 


Vậy MaxP = ^ . Dẳng thức xáy ra khi a = l;b = c = 0 và các hoán vị. 


Tim GTNN: 


Dặt: Q = x 


5 + 3 


(y 3 + Z 3 Ị +y^5 + 3Ịz 3 +x 3 jj + zỊ^5^Ịx 3 + y 3 


Theo CBS, ta có: PQ > (X + y + z) 


p> 


(X + y + 2 

õ 


_ (x + y + z) 2 _ 

5 + 3|y 3 +z' I Ị + y^5 + 3|z 3 + X 3 jj +z^5 + 3|x 3 + y 3 |j 


1 


xyỊx 2 +y : )+yzỊy 2 + z 2 | + zx|z 2 + X 2 Ị 


Do đỏ, ta chi cân tìm Max cùa: M = xy|x“ + V 2 Ị + yzỊv 2 + 7? Ị+ZxỊz 2 + x* I 

Viết lại hiếu thúc M dưới dạng: M = yz|y 2 + z 2 Ị + xỊy 3 + z 3 1 + X 3 ( y + z) . 
Không mát tính tống quát, giã sử X > y > z. Khi đó, tôn tại các số thực không 


âm t,s thoa mãn: -I 


y = t + s 
z = t - s 


s E 


Khi đó: M=ịt 2 -s z )(2t 2 +2s 2 Ị + xỊ2t 3 + 6ts 2 ) + 2tx 3 = -2s 4 + 6xts 2 + 2t 3 x+2tx- 

Xét hàm số: f(s) = -2s 4 + óxts 2 + 2t 3 x + 2tx 3 . 

Ta có: T(s) = -8s 3 + I2stx = 4s|3tx — 2s 2 Ị >0 . 

Vậy f(s) là hàm đồng biến trên j 0;t]. 

v Wỉề 
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Hay ta chì cân tim GTLN của M trong trường hợp £— 0.Khi z = 0 thì ta có: 

X + y = 1 và: M - xy Ịx 2 + y 2 ) = ^.2xy IX 2 +y 2 Ị < ^(x + y ) 4 = ị. 

18 8 1 
Sttv ra: p> ——— = — - Vậy minp —OX-y= 7 ;z = 0 và các hoán vị. 

' 5 + 3 43 ỵ 43 ' 2 

+ 8 

Vi dụ 53. 

Cho các số thực không ẫm x;y;z thỏa mãn: X + y +z - 1 Tim giá trị lỏn nhất 


cùa biểu thức: p = 


2 2 2 . 2 .. 2-2 
X V z y X z 
-—*■ -+ :--+ - 

1-xy l-zy l-xz 


y* <11 

Giải: 


t t (x + vr 1 I 

Trưỏc hết ta cỏ: xy < * — < -Ị , Tương tự, suy ra: xy,yz,zx < ^ 

2 2 2 2 

, , X y X y 4 T"* 2 _ _2 

% ta cỏ: p = < y J . = “ /. X y 4 . 

L l-xy 1 3" ' 


Do đó, 


Do đó, ta cần tìm Max của: Q = x 2 y 2 + y 2 z 2 + Z 2 X 2 . 


Ta cỏ: Q = x 2 y 2 + z 2 Ịx 2 + y 2 j 5 -— ^ 


+ z’ 


(x + y) 2 =z 2 (l-z) 2 +ÍC|l 


Giả sử z = Min{x;y;zỊ. 

Khảo sát hàm số: íịz Ị = z 2 (l — z+ í——ỉ— ; 


z c 


16 


4 


Ta tìm được Maxf(z) - -^7 . Suy ra MaxP - 7 ^ 7 . 

16 J 12 

Đang thúc xảy ra khi X = y = z = 0 vã hoán vị. 


Ví dụ 54. Cho các số thực không âm x,y,z thoa man: X 2 + y 2 + £” - 2. Tìm 

giá trị lớn nhất cùa p = —----1- - —- — - ^ - . (Trích đê TS 

x 2 +yz + x + l x + y + z+l 9 

khối A- năm 2014) 


Phản tích định hướng giải toán: 

Ta thày biếu thức p đối xứng với y,z và gia thiết các số x,y,z không âm 
nõn ta dụ đoán p sè đat GTLN khi một trong ba biến x,y,z bằng 0 

,sếW tĩ/ĩrfri mVx. HíVi MA 
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+ Khi x=0 thi bài toán trử thành: p - — - - * — - - vói V 2 +z 2 = 2 . 

y + z 41 9 

Đặt yz = t => (y 4 z) 2 = 2 4 2t => y + z = ự2(J +1). 

Khi dó p — -===^ - -= f{u) khảo sát hàm số f(u} vói 

v^õ + l 9 u + 1 18 

u - y/2(l 41) do 2yịỹz < y + z < ^2(y 2 4 z 2 ) — 2 => yz e [0; lj => u € 

Ta có f Xu) = —-—r- —" = ——’(u) = 0>o u = 1,47, tù đỏ tính 


(u+1) 


? 9 


9(U4 ir 


đuựcm n M-nJ2ị~ịL' 

V2+1 9 

+ Khi y = 0 thì p = — -+--—— - \ với X 2 4 z 2 = 2 dẻ thấy vói 

x 2 +x+l x + z + l 9 

X = z = 1 thì p------> ^ - nẻn tạ sẻ tìm max p với dự đoán dấu 

3 9 9 Jĩ + 1 9 

bằng xảy ra khi y - 0 hoặc z=0. 

Từ nhũ ng phân tích trên ta có lời giải nhu sau: 


2 

X + y + z 

1 4 yz -4-— + yz 


^ x 2 +(y + z) 2 > 
2 


x(y + z) 


X 2 . X 2 X 

Từ dó suy ra —---< —---=--—- 

X 2 + yz 4 X +1 X 2 4 X 4 x(y4z) X 4 y 4 z 4 ] 

Như vậy p<_ĩ_ y + 7 Ujg = Ịạ 

X 4 y 4 z 4 1 X 4 y 4 z 4 ] 9 X 4 y 4 z 4 ì 9 

P<1 _ 1 -Ì4g. 

X 4 y 4 z 4 1 9 

Lại có X 4 y 4 z < ^2^x 2 + (y 4 z) 2 I = ^2(2 + 2yz) = 2^1 + yz . 

SuyraPSl-L* + 1±24. 

[ 2 ^ 9 J 

r- 1 t 2 

Đặt í = J\ + ỴZ > 1 ta có p < f(t) - 1 - ——— - 

v 2t +1 9 

Kháo sát hàm số í(t) trên suy ra f(t}<f(l) = ^ . 
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Dáu bằng xảy ra khi X = 1 , y = ĩ f z — 0 hoặc X = 1;y - 0;z = 1 . 

Ví dụ 55: Cho các số thực a,b,c Ề |j0;lj . Tầm giá trị lỏn nhất cua biêu thức: 

I b c 


p = 


bc + 1 ca +1 ab + 1 


ĩ ■ ■ 

Giai: 

Khỏng mất tính tông quát ta gíá sử: 1 > iì > b > c > 0. 

■ I * Ạ.S Ạ/ 

Coi a là ân so . 


Xét hàm SỐ f(x) - - + -—— +"— C — - 

bc +1 cx +1 bx +1 

Vb a* _ 1 bc bc 

Ta có f (x) = -——-- ———- — - „ 

bc + 1 (cx + l) (bx+1) 

Vì [ > X > b > c > 0 nên 

bc bc bc bc 

- —— <— , - — < 

(cx + l)" (bc+1)” (bx + l)~ (bc + l} _ 

_ 1 2bc 1 -bc 


b 2 +c 2 + b + c 


f(x)> 

bc + 1 (bc + l) (bc + 1) 

Suy ra hàm số f(x) dỏng biến* Hay f(x) < t( 1). Tức lá: 

__ a b c^i b c 1 

p — -— H-— "1— í "—;—“ H——— + — — -— H—— ——-—— , 

bc + 1 ca + 1 ab + 1 bc + I c + 1 b + 1 bc + 1 (b + l)(c + 1) 

Mặt khác vì b,c e [0; I ] nên ta cũng có: (l - b)(l — c) > 0 <=> 1 + bc > b + c suy 

T b“ + c 2 + b + c ^ 1 b + c + b + c 1 „ 

ra +— ——■ - = - +1 <2 ■ 

bc + 1 (b +1 )(c +1) bc +1 2(b + c) bc +1 

Khi a = l,b = l,c=0 thì p = 2. 

Điêu này cho phép ta kết luận CTLN của p bằng 2. 

Ví dụ 56: Cho các sỏ' thục a,b,c>0 sao cho d + b + c -3- Tìm giá trị lón 

nhất cùa biếu thức: p = 2|a 2 b 2 + b 2 c 2 fc 2 a 2 Ị-3Ịa 2 4 b 2 + C 2 Ị 


Không mất tính tỏng quát ta giá sử: a > b > c. 

nSl „ a-i-b a-b_ ., 

Đặt X - — - , Ỵ = —-— => a = X + y,b = X -.y. 

V’i X 2 - y 2 = ab > c 2 => 2x 2 - 2c 2 - y 2 > 0. 

Ta có: aV + b 2 c 2 + c 2 a 2 = c 2 (a 2 + b 2 Ị + a 2 b 2 = c 2 (2x 2 + 2y 2 ) + (x 2 - y 2 ) 2 = 



ịỉĩỉHi 
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X 4 + 2cV - y 2 (2x 2 - 2c 2 -y 2 Ị<x 4 + 2cV . 

Ta cũng có; a 2 + b 2 + c 2 = 2x 2 + 2y 2 + c 2 > 2x 2 +■ c 2 , 

Từ đó ta cân tìm GTLN của Q- 2 x 4 + 4 c“x 2 - 3Ị2x 2 + c 2 Ị, 


Thay c = 3 - 2x ta quy bài toán về tim GTLN của 
Q=3x 4 - 8 x' + 3x 2 +ÓX - 7 . Ta cỏ 2x = a + b < 3 X G 1; 


Khảo sát hàm số f(x) = 3x 4 -8x J + 3x 2 +ÓX-7 trên 1-1;—J ta tìm được giá 
trị lớn nhất của Q ià -3 khỉ a = b -c - 1 . 


CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC 
BẰNG PHƯƠNG PHÁP TIẾP TUYẾN 


1) Định nghĩa; Cho hàm sổ y = f(x) Iiôn tục trén [a;b I và có đ'ô thị là (C) 

Khi đỏ hai diêm A{a;f(a)),B(b;f(b)) nằm trên đô thị (C). 

+ Đồ thị (C)được gọi là Lỏi trên (a;b) nếu tiếp tuyến tại mọi điểm M nằm 
trên cung AB luôn nằm phía trên đồ thị (C) 

+ Đô thị (C)duợc gọi ỉà lòm trên (a;b) nếu tiếp tuyến tại mọi điểm M nằm 
trên cung AR luôn nằm phía du ói đ‘õ thị (C) 

2) Dấu hiệu lồi, lòm của dồ thị hàm sô 

Cho hám số y- f(x) liên tục trẻn i a;b Ị vả có dạo hàm đến cấp 2 trên 

(a;b) 


+ Nếu f "(x) > OVx E (a; b) thì đô thị hàm số lỏm trên (a; b) 
+ Nếu f "(x) < 0W (= (a; b) thì đ'ỏ thị hàm số lỏi trẽn (a; b) 

31 Bất đắng thức tiếp tuyên; 







Cho hàm số y = f(x) liên tục và có đạo hàm đốn cấp 2 tròn [a; b ị 
+ Nếu f"(x) >OVx eị a;b] thì f{x) >f'{x u )(x-x t1 ) + f{x 0 )Vxy e[a;bj 
+ Nêu f "(x) <0Vx efa; b 
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Đãng thức xảy ra khi và chi khi X = Xq 

4) Bất đang thức cát tuyến 

Cho hàm số y - f(x) liên tục và có đạo hàm đến cáp 2 trên [a; b ị 
+ Nếu f"(x) >0Vx e [a;b] thì f(x) >^^—(x -a) + f{a)Vx 6 [a; b] 

+ Nếu f' (x) <OVx e[a;b] thỉ f(x) < |^(x-a) + f(a)Vx Ễ [a;bj 

Đang thức xày ra khi và chi khí X = a hoặc X = b 

Vận dụng: 

1} Khi chứng minh các bất đẳng thức dạng: f(a) + f(b) +- f(c) >M ta làm theo 
cách: 

+ Dự đoán dấu bằng xày ra tại a = b = c = x 0 

+ Viết phương trình tiếp tuyến cùa đ’ô thị hàm số y = f{a) tại a = Xfl ìá 
y - ma + n 

+ Chúng minh: f(a) > ma + n 

+ Áp dụng cho các sổ b,c từ đó cộng các hất dàng thức cùng chiều suy ra 
điêu phai chủng minh- 

2) Khi chúng minh các bất đắng thức dạng: f(a).f(b).f(c) > M ta tay loga Cơ sô 
e cả ha ỉ vế rồi làm như trên. 

3) Khi bất dang thúc cân chứng minh thuân nhất ta có thê chuẩn hóa dề’ quy 
vê bài toán có thẻ dùng bất đảng thức tiếp tuyến. 

* CÁC BẢĨ TOÁN VẬN DỤNG: _ 

3 

Ví dụ 1. Cho a ; b,c > --- và a + b + c = 1. 

4 

Tim giá trị lớn nhất của biêu thức p — - 1 — b —— 

_ a_HĨ b‘ +1 c z +l _ 

Giáì: 

Dự đoán dấu bằng xay ra khi a = b = c == — 


Xét hàm số Ể(x) = — r— — ta có f'( x )- - —; 

* +1 (* 2+1 ) 
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18 ( lì 3 „ 36x+3 

y = Hx-- + —<=>v = -——— 

- 25^ 3 J 10 - 50 

Ta sẽ chứng mình: — + ^ Vx e i ; 1 I 
6 x 2 +l 50 1 4 J 

Thật vậy sau khi quy đồng bất đẳng thức tro thánh: (4x + 3)( 3x — 1 ) > 0 

điều này là hiến nhiên đủng. Dáu "=" xảy ra khi và chi khi X = i 

3 

Áp dụng váo bài toán ta có: 

„ a b c ^ 36a + 3 àèb +3 36c + 3 9 

p=-=-—+-=-—+ 1 < I' +■—r~—+ 2' -TT 

a 2 + 1 b 2 + 1 c 2 + l 50 50 50 10 


9 . 1 

Như vậy Pmax = — khi a = b = c = “ 
J 10 3 


Ví dụ 2. Cho a, b, c > 0 và a 2 + b 2 + c 2 - 3 . 

t l 1 1 

Tim gíá trị nhỏ nhất của biếu thúc p = . + . + , 

___ vl + 8a Vì + 8b Vl+bc 

Gỉảí: 


Từ gia thiết ta suy ra a,b r ceỊũ; j. 

Dụ đoán dấu bang xay ra khí a - b - c - I 


Xét hàm số f(x) - 


Vỉ + 8x 


ta cỏ f'(x) - 


Tiếp tuyển cua dô thị hàm sổ tại M 
4 ,v 1 .. 13-4x 

y =--3 X - 1 +f QV= _ , 

27 v ; 3 1 27 



Ta sẻ chúng minh: 

a 


1 > n 4x <=>(l 3 - 4 x) 2 (l + 8x)<729 


27 

v2, 


Vl + 8x 

(13 - 4 x Ỵ (1 + 8 x) < 729 (x - ] f (16x - 560) < 0 

Bất đăng thức náy là hiển nhiên đúng. 

Áp dụng vào bài toán ta có: 
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_ 1 1 1 _ 13—J 

p — — ■ - H 1 - H , : ì —— 

vl + 83 vl+Sb vl + 8c 27 


13-4a 13-4b 13-4c 13 4, V 

+ + = —(a + b + c) 


27 


27 9 27 


Mặt khác theo bất đăng thức bunhiacopxki ta có: 

a + b + c < ^3(a~ +b“ + c“) = 3 suy ra p > 1 

Dấu bằng xảy ra khi và chì khi iV= b = c = 1. 

Ví dụ 3: Cho a,b,c> n . Chứng minh rằng: 

l + Vã/ 2 , u 2 1 2 1'" 1 11 

— a + b + c - + 7 - + — 

3i/3 v ; U b c 


1 ĩ 2 7 

> a + b + c + \Ịa + b + c 


Giãi: 


Do bất đẳng thức là thuần nhất nên ta chuẩn hóa a 2 + b” + c = 1 

Bất đẳng thúc cần chứng minh trò thành: — _ 1— + 2- + - >a+b+c+l 

3i/3 l a b c ) 

Suy ra a, b, c € (0; 1). Dụ đoản dấu bằng xảy ra tại a = b = c = -j= 

V 3 

vit I ■ _ _=< r, X 1 + 1/3 1 , _ (n íl _* n/ 1 1 + 1/3 1 , 

Xét hàm số f(x) =—— -X vói xe(0;l) ta cỏ f (x} = — .—r — 1 

X" 


í-é-v/i] 

1 1 

3 J 

l K 'ẲJ 


*& 'x 

Tiếp tuyển của hàm so tại X - — 3 = cỏ dạng: y = 

V3 


Ta chúng minh: -~ + ^ỊỀ - . — - X > 
3i/3 X 


1 + 1/3 1 1 / 3+3 „ 2 + 21/3 

<^> - j L - .~ + - ' X- >0o 

3 1/3 X 3 3 

Bất dăng thức này hiển nhiên đúng. 

Dấu bằng xảy ra khí và chi khi X - -= 

1/3 


3i/3 


ị-b-S) 

1 ì 

3 J 

l s) 


1 

+ — 
3 


1 

+ _ 
3 


£ 


\2 




> 0 . 


Trò lại bài toán ta có: 


1 + 1/3 f 11 1 ' 


(a + b + c)> ~ 6 ^ ịỊa+b+c-VSỊ+l 

\ ^ / 


3-1/3 u b 

Mặt khác ta có: a + b + c < ^3(a" + b" +C") - 1/3 







■ i 


pộộộú 

SâỉỄg 


ỵ 
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Suy ra — — -(a + b + cỊ>I lả điêu phai chửng mình. 

3^3 u b c) ' 


Dấu bàng xảy ra khi và chi khi a = b = c 


Vỉ dụ 4. Cho a, b,c > 0 và a + b + c > 0 . Chứng minh rằng: 


ỉ t b 2 . c 2 „ I 
5a 2 +(b + c)" 5b 2 * +(c + a)‘‘ 5c 2 * +(a + b)" 


Giải: 


Do bất đãng thức là thuân nhẩt nên ta chuẩn hóa a + b + c = 3 
Bát đãng thúc cần chững minh trớ thành: 


a 


—n-+ —E—-4- ———-< 1 

2a 2 8 -2a + 3 2b z -2b + 3 2c 2 -2c + 3 

Ta thấy rằng khi a - b = c - I thì dấu bằng xảy ra 

... . T ~ *2 

Phương trình tiếp tuyển của hàm sổ f(x) =———- 

2x 2 -2x + 3 


tại X = 1 là 


y = 


4x -1 


Nhưng bất đắng thức -í ~õ~ ^ (8x - 3)(x -1)" > 0 chi đúng 

2x 2 - 2x + 3 9 

khĩ X > ^ 

8 

Dè khấc phục vấn đo này ta chia bài toán thành ba trường hợp: 

3 

Truông hợp 1: a,b,c > — khi đỏ ta cỏ: 

a 2 b 2 c 2 . 4a-l 4b —1 4c —1 , 

- -“ + —7^— -_-- -- 1 --- 1 — — 1 

2a 2 - 2a + 3 2b-2b + 3 2c z -2c + 3 9 9 9 

Dấu bảng xảy ra khí a = b=c = 1 

Truông hợp 2: 

3 

Cỏ một số nhỏ hon “ ta giã sử đỏ là sổ c . 

8 V 

Giả thiết a,b,c không âm nên ta dụ đoán dấu bằng xảy ra khi c = 0, tù đó 
tim được a = b = 7 
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_ ^ X 1 3 

Phương trình tiếp tuvến của đồ thị hàm sô' f{x) - ———- tại X = 3- lá 

2 X 2 - 2x + 3 2 


Ỵ = 


4x + 3 


18 


Ta cũng dẽ chủng minh được: - _- X - < ^4““ o (2x + ĩ)(2x-3)“ >0 

6 5 2x 2 - 2x + 3 18 n ; 

luôn đứng. 


Từ đỏ suy ra: 


Do dó 


a" fcr ^ 4a + 3 4b + 3 2 

2a 2 -2a + 3 2b 2 -2b + 3 18 = 9° 


b 2 


2a 2 - 2a + 3 2b 2 -2b + 3 2c 2 -2c+3 


<1-—c+ 


9 -2 


2c -2c + 3 


Bâv giò ta chứng minh: 1 - Ệc + — - C -—— < 1 <=> c|4c 2 - 13c + é| > 0. 

, . 3 

Bầt đăng thức này luôn đúng với mọi c < , 

8 ' 

, , 3 

Trường họp 3: Có hai số nhỏ hơn . l a gia sur đó lá b,c 

8 


Hàm so f(x) =—=—- 

2x 2 - 2x + 3 


co 


f .^ X J = 2x(2x 2 - 2x + 3) - (4x -2)x 2 
(2x 2 -2x + 3) 2 

= - 6 * - *= - x( * - 3) . > OVx € [0:3] 

(2x 2 - 2x + ịf (2x 2 - 2x + 3) 2 

Từ đó suy ra f(a) < f(3) = I, f(b), f(c) < f Ị “ j = 27 


3766 


2 27 3 S919 

Suy ra f(a) + f(b) + f(c) < 444 +ị = 444 < 1 

1883 5 9415 

Bài toán được chứng minh. 


Ví dụ 6. Cho a,b,c > ữ và a + b + c = 3, Tun giá trị lán nhnt của 

vb 


p = (a + ^/^77 )' (b + s/ĨTb 1 J (c + 7177)" 


Giải: 


Lấy loga cơ sổ e ca hai vế ta có: 
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Khâm phả bi iỊiiỉỷêì chuifẻfĩ đê PT t bút PTy hệ PTy biĩt ĐT- Nguyễn Tĩiỉtig Kiêỉỉ 


In p = bln^a + Vl + a 2 j + cln^b + lịl+b^ j+aln^c + Vl + c 2 j 

f(x) - InỊ X + x/l + X" j với Xe |0; V 3 ỊI, Ta có f'(x) = J— 
' ' } vx 2 


Xét h àm so 


+ 1 


Tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại M|l;]nỊl + V 2 Ịj là 
y = -^(x-l) + ỉn|l + V2 Ị 

Ta chửng minh: ln^x +Vl+x 2 j<ự=(x-l) + lnị I + V 2 Ị (*) vói xe(ó;3) 

Xót hàm số g(x) = InỊx + Vl + x 2 J -ự=(x - l)-]n(l +V 2 ) vói X e(0;3) ta có 


1 1 _ V2-Vx 2 +1 n _, 

"(ỳ> 

Do g'(x) đoi dấu từ {+) qua (-) khí đi qua X = 1 nẻn ta suy ra 

g<*)^g(l)=0 

Bất đăng thức (*) được chửng minh. 

Quay trò lại bài toán ta cỏ: 

In p <-j=ịa -1) + blnỊl + V 2 Ị + -J^ịb - l) + clnỊl + V 2 Ị + -1} + a In Ị l + Vi Ị 


<=> lnP < -j= (ab 4 - bc + ca) + {a +■ b 4-c) ln( 1 + V 2 Ị —1= 
v2 L v2. 

, , . , (a + b + c) 2 

Đê ý ráng: {ab + bc + ca) < -——— - 3 nên ta có: 

lnP < 3 In Ị1 + V 2 Ị o p <(1 + V 2 Ị 3 

Dấu bằng xảy ra khi và chi khi a = b = c = 1 


Ví dụ 6. Cho a,b,c > 0 và a 2 + b 2 + c 2 - 3 


/ 1 } i'! 

Tim giá tri nhò nhát cua p = 3{a + b + c) + 2 - + — 

u b cj 


Giãi: 























Ch/ TiYHH MTV DVVH Khang Việt 


Phân tkh: Giá thiết bài toán làm ta nghi đến hàm sỏ' f(x) = 3x + — và tiếp 

X 

tuyến cùa dồ thị hàm sô' tại X = 1 là: y = X + 4 

2 2 2 

Ta cũng có: 3x -t- — ằ X + 4 o 2x + — -4 > 0 o (x -1} £0 

X X 

Nhưng đánh giá tiếp theo là ngu ọc dâu. 

Đê khắc phục đĩêu này ta làm như sau: 

Ta cần tận dụng điều kiện: a 2 + b 2 + c 2 = 3 túc là ta mong muốn có đánh 
2 

gíá: 3x + — > mx 2 + n sao cho dấu bằng xảy ra tại X -1 

2 ^ 

Tức là ta muốn: f(x) = 3x + — - mx 2 - n = 0 cỏ nghiệm bội X = ] , 

X 

Điêu kiện này được thỏa mãn khi và chỉ khi 

1 

m —■ 

nì + n = 5 


f(l) = f(l) = 0^ 


<=> 


m =- 


9 

n = - 
2 


l-2m = 0 

Quay tro lại bài toán: 

^ m 2 1 7 9 t , / r\ 

Ta sẽ chứng mình: 3x + — > -ị X + - vói mọi X e ỊO; V3 j 


X 2 2 

Bất đăng thức cân chứng minh tưang đương với: (X — 1 )|x — 4) < 0 hiển 
nhiên đúng. 

Áp dụng vào bài toán ta có: 

P = 3{a + b + d + 2 i + 7 - + -ì>ỉ(a 2 + b 2 +c 2 Ị + 3.^ = 15 
A ' la b cj 2' ■ 2 

Dấu hàng xảy ra khi a = b=c= 1 


Ví du 8: Cho a,b,c > — và a 2 + b 2 +C 2 = 12. 

3 

Ti™ niẢ (rỉ ÌA n nlvíị p _ a ~ + 1 . k*" + 1 

hl 

l UN M{ num L Mtl £ “ í _ 1 

a b c 


Giãi: 

a 2 +1 2 

Tương tự như ví dụ 7. Ta cân một đánh giá kiến —-< ma 2 4- n 

a 


Xét hàm số f(a) = 


a 2 +1 


ma - n 
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KỈÍÁỈỈĨ phá bỉ qiềiịết chuyên lỉí* FT f bút PT, hẹ PT ' t biỉ t ĐT - Ngưỵễtỉ TriiĩĩỊỊ Kiên 


a 2 +1 


ma — n ' 


4m + n = — 
2 

4m = — 


<=> ■ 


m = 


n 


Ta cân điều kiện: 
f(2) = f'(2) = 0»f(a) = 

Báy giò ta chứng minh: 

-—— <a" + ?-<=> 16a 2 + 16< 3a 3 + 28a <=>(a — 2) _ (3a-4)>0 
a 16 4 v ’ 1 r 

Bất dáng thức náy là hiến nhiên đung: 

Áp dụng vào bài toán ta có: 

„ a 2 +1 b 2 +1 c 2 +1 3 2 7 3 ,2 7 3 2 7 15 

a b c 16 4 16 4 16 4 2 

15 ... 

Vậy Pmax = “ khi a = b - c = 2 
2 

Ví dụ 9. Cho a,b,c>0 và a 4 +b 4 + e 4 =3. 

Tim giá trị lón nhất cùa p = ^ + ——-— + —-— 

4-ab 4-bc 4“ ca 


3_ 

16 


Giải: 


Ta cân đưa bất đang thức về dạng f(a) + f(b) + f(c) < M 

Tủ già thiết ta suy ra a 4 < 3 o a 2 < >/3 
Theo bất đãng thức Cauchỵ*Schwarz ta cỏ: 

-ĩ- .-ỉỊi 4 >_Ị_,_L- 

4-a 2 4-b 2 4-(a z + b 2 V 8-2ab 4-ab 

Áp dụng vào toán ta có: 

p ĩ 1 1,1 1 1 


——■—” H—7— í— -Ế — H-— + ; 

4-ab 4-bc 4-ca 4-a 2 4-b 2 4—c 2 

1 


1 1 

Ta cân chúng minh: ——S- + 


<1 


4-a 2 4-b 2 4-c 2 

Ta cân một đánh giá kiêu: ——— < ma 4 + n 

4 - a 2 

Xét hàm sổ f(a) = —^—r - ma 4 — n; f r (a) = ——— — - 4ma 3 


A-a 1 


(4-a 2 r 
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Ch/ TXHH ,vm DVVH Khùng Việt 


Điêu kiện: f(l) = f‘(l) = 0 <=> 1 


m + n = — 
3 

4m = | 

9 




m 


n =' 


1 

18 

5_ 

18 


Ta chứng minh: 




4-a 2 18 18 


10 ( 4 -a 2 Ị 

Bát đăng thúc nãy luôn đủng với mọi a 2 < V 3 
Áp dụng vào bài toán ta có: 


1 1 a 4 5 b 4 5 c 4 5 „ 

•+---r = l 


4-ab 4-bc 4-ca 18 18 18 18 18 18 

Dâu bằng xay ra khi và chi khi fl = b = c = 1 

MỘT SỐ BÀI TẬP RÈN LUYỆN 

1) Cho các số thực không âm X, y, z thoa mãn X + ỵ + z = 3, Chứng minh răng: 
X 2 +y 2 +z 2 + xyz > 4. 

I ỵ t Ỵ t £ > 0 , y 

2} Cho \ ‘' ■ Chúng minh rằng LI < X + y z + zx — 2xyz < -Ị— . 

[x+y+z = l " 27 

3) Cho X > 0 và số thục y thỏa man -Ị - .Tim giá trị lớn nhất và 

2x + 3y < 14 

nhỏ nhất của biểu thửc Q = 3x 2 y -xy 2 -2xíx 2 -1Ị. 

4} Cho các sò thực không âm a,b,c thỏa màn a + b + c = l, Tim giá trị nhỏ 
nhất cùa biêu thức: 

p - 3Ịa 2 b 2 + b 2 c 2 + c 2 a 2 Ị + 3(ab + bc + ca)+ 2\[ĩT + b 2 + c 2 

5) Cho các số thực đương a, b,c thoa mãn a 2 + b" +c 2 - 3. Tìm GTNN của 

^ _ (a + b + c-l) 2 ] 1 1 

biéu thức: p = ---- 

a 2 b + b 2 c + c 2 a a b c 

6} Cho các số thục dương a,b,c thoa mãn a 2 + b 2 +c 2 =1 Tim GTLN cua biếu 
thúc p = 


( » f,f * 1 

2 

_L_ 1 

c ì 

^ 1 — bc J 1^1-ac ; 

T 

,1-ab, 
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KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìịên đê PT, bất PT iiỊ' PT, bát ĐT- Nguyễn TruiiỊỊ Kiên 


7) Cho các số thực không âm a, b,c sao cho khỏng cỏ hai số nào bang không. 




Tim GTNN cũa biểu thức : p = (xy+ yz + zx) 


1 


I 


1 




^ X +- y y + 2 z + X 

= 4 . Tim GTNN 



r 

1 1 

( 

mãn: X 

1-- 

+ y 

1-- 


L yj 

-! 

x) 


của biêu thức: p - xy + sỊĩ + X 2 + yjĩ + y 2 


9} Cho các số thực không âm X, y, z thỏa mân điêu kiện X 2 + xy + yz = 3xz và 
X 2 + y 2 + z 2 > 0 


Tim GTNN cua biéu thức: p =— x 1 1 


+ ■ 


Ỵ + z z + X X + y 

10)cho các số thực duong a, b,c . Tim GTNN của biếu thức: 


j (a + b + c)(ab + bc + ca Ị 4bc 

: "t 


abc (b + cf 

ll)Cho các số thực duong x,y,z thỏa mãn x + y +1 = z , Tim GTNN của biêu 

thúc: p 


X 3 y 3 z 3 14 

ZT7Z + zị^Z + 7TZ7.* _: I _= 

x + yz y + zx z + xy (z + l)ự(x + l)(y +1) 
thực dương X, y.7. thoa mãn X = V + 7, + XV7. 


12)Cho các số thực dương x,y ,7, thỏa mãn X —y + 7 + xyz. Tim GTLN của biêu 

( z + w*ỹ) 2 


tliức: p ■= 


2z 

(x + y){z 2 + l) Ị z 2+iỊ i JpTĩj 

, 1 1 I 1 I- - 


13)Cho các sổ thực dương x,y,z thỏa mãn: x + y<z* Tìm GTNN cùa biểu 

X 


thức; p - 


y 2z 
—— + ——— 
y + z z+x X + y + z 


14)Cho các số thựcdưong a,b,c thỏa mãn a 3 + b 3 = 64c 3 . 
Tìm CTLN của biêu thức p = c a k 


3 


— ■ f- ■--—- 

(a + c)(b + c) c(a + b) 
15)Cho các sổ thực dương a, b, c thỏa mãn a > b;a > c, 


Tim GTLN của biếu thức: p - 


a b c 

- 7 "-- + + 

5(a+b+c) 5a-2c 5a -2b 
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Ch/ TiVHH MTV DVVH Khang Việt 


16)Cho các sổ thực dương x,y thỏa man: + y + + 4 - ——. 


xy 

XV 


Tim GTLN của biếu thức: p = \ — v - 

2x + 1 2y +1 x 2 +y 2 +l 

17) Cho các số thục dương a, b, c . 

4 9 

Tim GTLN cùa biêu thức: p = 7= = +-. 

i/a 2 + b 2 + c 2 +4 ( a + h)i/(a + 2c)(b + 2c) 

4 b 3 

18) Cho các số thục dương a, b„c sao cho ^->a-c>^b. 

5 5 

_ _»J , n I2(a -b) 12(b-c) 25<c-a) 

Tìm CTLN của p = ———— + ———— + ———— 


l9)Chủng minh rằng ?! 


a 3 +b 3 + c 3 


+ s^yãbc <9, trong đỏ a,b,c. là các số thực 


t + c . 


dương thòa mân a+b+c=3 

20) Cho X, y, 2 > 0. thỏa mãn 5(x 2 + y 2 + 2“) = 6(xv + yz + 2X) 

_ _ , Ị 1 1 1 ì 

Tim GTLN, GTNN của: p = (x + y + z> - + - + - 

' l x y Z J 

21 ) Cho a, b,c là các sổ thực dương thoa mãn a I b 2 + c 2 | = b 

Tim giá trị nhỏ nhất của biên thúc 
p_. 1 | Ị | 1 4 

(l + af (l + b) 2 (l+c) 2 (l + a)(l + b)(l+c) 

22) Cho các số thực đương a,b,c. Tìm giá trị nho nhất cua biếu thức: 

p = 1 _ 8 

2a + b + Jãbc ^2b 2 + 2(a + c) 2 + 3 

23) Cho các số thực không âm a, b, c thoa a + b + c — 3. 

Tìm CTLN của biÔLi thức: p = (a 2 -ab + b 2 )(b 2 ”bc +c 2 )(c 2 -ca +a 2 ) 

24) Cho các sô thực dương a,b,cthỏa mãn. a + b + c<3. Tìm giá trí nho nhất 


a 2 £ 

của biêu thức: A = ~ + -—' + + 

b 


9 


2 „2 

c a (a + b)(b 4- c)(c + a) 4- abc 







pí><toí 

ịỉĩỉHi 



371 


























KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìféit đê PT, hất PT, í í Ị' PT, bát ĐT - Nguyễn TruiiỊỊ Kièií 


25) Cho các số thực dtiung a, b thoa man: 2|a 2 4 b 2 Ị 4- ab = (a 4 b)(ab + 2). Tun 

ía 3 b 3 l Va 2 b 2> 

gia trị nhỏ nhất của bicu thức: A = 4 —^ 4 — -9 —7 + —7 

{ b a 3 ) l. b 2 a2 J 

26) Cho các số thực dương a,b,c, đ,e thóa mãn: á + b + c + d 4t? = 1 và 

a = min Ịa,b f c,đ,eỊ. Tim giá trị lớn nhất của biẽu thức: 

A — abc + bcd + cde +dea +eab 

27) Cho cấc sỏ thực a,b,c thỏa mãn: a“4b“4c“=2. Chửng minh rằng: 

a 3 + b 3 + c 3 - 3abc <l4ĩ 

28) Cho các số thực không âm a,b,c thỏa mãn: a + b + c = 1 - Chứng mình rầng: 

>12 


ab 4 bc 4 ca 

( a * + b’ + c*)(aV + bV + cV) 


29) Cho các sổ thực X, y, z thoa mãn: X 4 V 4 z = 1; xy 4 yz 4 zx > 0. Tìm giá trị 

2 2 2 5 

nho nhất của biêu thức: A = í— — 7 + 7— —-? 4 ■ ■ — , 4 

|x-y| |y-z| |z-z| ựxy + yz + zx 

30) Cho các số thực dtrưng a r b,c thỏa mãn: 3ab 4 bc + 2ac = 1. Tìm gỉả trị lớn 

nhất của biêu thức: p=■ * 


, 2 + iV + 4 + c 2 +9 


31)Cho các số thực X, y, z > 0 sau cho X < 1 vá 


3(2x + y + z) + 2 


= (x + y)(x+z). 


p = 


Tìm giá trị lớn nhất cua biểu thúc: 
2(x + 3) 2 + y 2 + z 2 —16 


2x 2 + y 2 4 z 2 

32) . Cho các số thục không âm a, b,c sao cho ab 4 bc 4 ca = 1. Chứng minh: 
1.115 

—-I- “ • 

a + b b 4c c + a 2 

33) . Cho các số thục không âm a, b,c thỏa mãn: ab4 bc 4 ca =1. Chứng minh 

1 , 1 , 1 _ 1 
răng: ■==— + -7== + ĩ == ì2 + -= 

V b + c V c + a ya + b v2 

34) Cho các số thực ã, b,c > I thoa màn: 3(a 4 b 4 c Ị = a 2 4 b 2 4 c 2 + 2ab. Chứng 

Ị 1 1 0 a" a 

minh răng: p - --—- 4 — — - 

f ta a4C 2 
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Ch/ TiVHH MTV DVVH Khang Việt 


HƯỚNG DẪN GIẢI CÁC BÀI TẬP RÈN LUYỆN 

2 -ị. 

Ị) Bất đăng thức tương đương vớií (y + 7- r - 2yz+x 2 + xyz > 4. 

<=>(3 —x)" + x~ +yz(x — 2]- 4>0yz(x — 2) + 2x“ — 6x + 5>D (*) 

Đặt t = yz, do yz > (1 và yz < 


'y + zì 

(3-xf . 

= - -— nên te 

(3-x) 2 ’ 

0; v 

2 J 

4 

4 


Khi đó vế trái cùa (*) là hàm số bậc nhàt của biến t, 

v2 


f(t) = {X-2)t +2x 2 -6x + 5 với te 


0 ; 


( 3 -*) 


Đê chứng minh bất đáng thức {*) sẽ chứng minh f(0)>0 vá 

WL vt V 

v ' >0. 


Thật vậy, ta có: f(0) = 2x 2 -6x +5 = 2 


( 3 

X— 
2 


\2 


+ 3 > 0 và 
5 


( 3-4 


Ị 2 

= ~-ịx- 1) - (x + 2) >0 nên bất đăng thức được chứng minh. 


Đắng thúc xảy ra wx = y = z = l, 

2) Từ gia thiết ta có: 

x,y,ze [0;l]=> xy + yz + zx -2xyz = xy + yz(l - x) + zx(l - y) > 0. 

. (y + z) 2 (l -x) 2 

Cũng từ giá thíẽt ta suy ra yz < - = -— Ỵ— , 

Mặt khác ta lại cỏ 

xy + yz + zx-2xyz<“ o f(yzj = (l-2x)yz + x(l -x)-^<0 {*). 
Khi đỏ ta thây: 

Nêu X = ì khi đó {*) thánh < 0 (hiển nhiên đúng). 

2 108 6 
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Khtĩm phá bi íỊiiiịét chuìịêrỉ đê PT, bất PThệ PT, bti t ĐT- \$H ụền TruiiỊỊ Kiền 


1 

Nếu X * y thi f ( ỴZ ) là hàm bậc nhất. 


Do dỏ để chứng minh f(yz) <0 ta chì cân chửng minh 


f(o)<0 


<0 


Taoâf(0) = x(l-x)-i = -[x-ỉ] 


108 


<0 


Và f 


( 1 x ) 


, _ . í 1 — X)“ . 7 

= (l*.2x).^- + x(l-x)-^ = 


J (6x + l)(3x-lf <0 


108 


3) Từ gia thiết 


X 2 —xy + 3 = 0 
2x + 3y < 14 


y = 


2x + 3. 


X 2 +3 


X 2 + 3 


X 2 +3 


w < 


<14 


L X V 

. ,Íx 2 +3Ì Íx 2 +3Ì 2 _ I , .1 9 

KhiđỏQ = 3x 2 - -X — — -2x X 2 -l) = 5x- —. 

x J l ) K ’ x 

9 9 

Xét hàm số: f {X) = 5x - —, xác định liên tục trên đoạn 1 ;-7 

X 5 

9 { 9 \ 

Ta có f’(x) = 5 + > 0, Vxe 1;^ , do đó trên đoạn 1; 

X 2 l Ị_ 

I uôn đìông biến và f [ ]) = “4, f I ^ I = 4 , 


hàm sô' f(x) 


Do đó maxQ= max f(x) = 4 khi x = ^ và núnQ = min f(xỊ = ^i khi 

1, 9 1 5 1. 9 ) x ' 

m & H. ij 


Xe 


X — 1 , 


4) Đặt t = ab + bc + ca=>0<t< 


(a + b + c)“ 1 


2 i 2 2 

Khi đổ a‘ + b + c > ab + bc + ca 


= (a + b + cj" = a 2 + b 2 +c 2 + 2(ab + bc + ea) > 3(ab + bc + ca); 

ăỊa 2 b 2 + b 2 c 2 +c 2 a 2 j>(ab + bc + ca ) = t 2 ; 

Ị3& S&T' ỊSB& m ■$& && S8HSSỈĨ 
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ỈC 4 b 2 4 c 2 = {a + b + c) — 2(ab + bc 4 ca) = 1 -2t 

Cách 1: 


Do đó p> t 2 4 3t + 2%/l - 2t = t 2 + 3t + 2 /Vĩ - 2t -lị + 2 

/ , 4 ì t[(t+3),/ĩ^2t+t-i] 

= 1 t + 3— -ị ==--— +2 = —--— _ _ Ầ + 2 

{ Vi-2t+i; i + Vi-2t 

,_ / 2 r- t[(t + 3)Vi-* + t-il r li 

Do ít + 3)Vl -2t > 3jl- 4 = v3 -1 —- —p _=-=±>0,yte 0;4 

V 3 l + Vl-2t L 3_ 

Suy ra p > 2Vt e: ữ; - 
' 3 


5} Ta cỏ: 


(a 4 b 4 c )Ịa 2 4 b 2 4 c 2 j = a 3 4ab 2 + b 3 + bc 2 4 c 3 + ca 2 > 2|a 2 b 4 b 2 c + c 2 a Ị 


Suy ra p > 


(a + b + c-1) 2 111 


a 4 b 4C 


4—4—4— 
a b c 


, __ 111 9 

Theo bất đăng thức Cô si ta có: — + f-suy ra 

a b c a 4 b + c 


,2 


pa (ạ+b + c-Ị£ | 9 


a+b+c a 4 b 4 c 

Đặt a + b+c-t vì 

„2 


( a 4 b 4 c)“ = a 2 + b 2 4 c 2 4-2(ab 4 bc 4 ca) > a“ 4 b 2 4 c“ = 3 =2a + b + c > V 3 , 
Mặt khác ta có: (a 4 b + cp < 3|a 2 4 b 2 4 c 2 Ị = 9 => a 4 b 4C € Ị V5;3j 

Ta có p > f{t) = iillil + ĩ vói t e (Vã; 3 ] 

13 

Khao sát hàm số f(t) ta suy ra f(t) > f(3) - ~~ 

13 

Vậy p min = — a = b = c = 1 


































Khtìm Ịĩhá bi íỊíii/êt chuyên đê PT, bút PT}ặ' PT, bát ĐT- Ngitỵềit TruiiỊỊ Kiên 


Hoàn toàn tương tự cho 2 đánh giá cộng lại ta có: 
„„»2 AUĨ 

p< 


4a 2 4b 2 4b 2 

(i + a 2 ) 2+ (i + b 2 ) 2 + (i +c 2 ) : 


Đặt 



z = 4 


z = c +1 


Ta có 


„ 4x-4 4v—4 4z - 4 

p<——— + —+- — = 


(l 1 

__ 1 _ 

ĩ) 

I_ 

— 4, 

f 

1 

1 1 ì 

Uy 

Z J 


u 

vu 


Mặt khác theo bất đăng thức Bưnhia copxki ta có: 


1111 
X 2 y 2 z 2 3 


111 
—+ —+ - 
X y 7^ 


„ „ ^ 4x - 4 4y -4 4z - 4 . 

Suy ra: p<^— + y~— + = 4 


111 


' ^1 1 i' 2 

— 4* ■” Hb “ 


L x y 7 ) 


_ *_íi , 1 lì 

Đặt t = — + — + - 

Uy* 


y z 

---ta có: P<4t-^t 2 

X + y + z 4 3 


y z 


Khao sát ham so f(t) trên 


9 

—;-H» 

4 


ta có 


f(t) < — => Pmax = “Oa = b = c = -i 

4 4 x/3 


7) Giã sử z = min[x;y;zị =>x + y>2zoxy + yz + zx> 


z 

X + "T 
2 


V 


y + . 


/\ 


Mặt khác ta cỏ: 

1 . 


2 . 2 
X + y 


x + _ 
2 


■H) 


2 * ..2 


y + z 


y + 


‘ > Í—L 

z \f z + X ' 


X + 


\ 


Từ đó suy ra ư> 


x + - 
2 


H 


L?fi 

l 2j l 


z 

y + 2 


ĨHÍH) 
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^ z 2 

Đặt x + ^ = a;y + ^ = b^a,b>0. 
2 2 


Ta có p > ab 


1 11 
+ “ + ‘ 


a 2 + b 2 a 2 b 2 


a 

b 


^+ f+ -.Đặt x = ~ >0 
b a b 

+ 1 ũ 


X I 5 

Khảo sát hàm số f(t) = — +X+- ta tim được mìnf(t) = — 

x 2 +l X 2 


Dấu bằng xảy ra khi và chi khi a = b;c = 0 
8) Từ gùi thiết ta có; 


^ r 


y) 


+ y 


1 - =4<^x + y= 4 + 


X * 2| y 2 2| (* + y) 


XV 


xy 


xy - 


( x +yf 

x+y-2 


XV 

Ta cỏ: X + y = 4 4- — + — > 6 

y * 

3x + 1 + 3y +1 <yj 10(x 2 +1) + ^/l0(y 2 + 1) 

=> ự(x 2 +1) + Ậy 1 +1) > J=[3(* + y) + 2] 

(x + y)“ 1 r 

Từ đó suy ra p > ——~~2 + -j== [3(x + y) + 2 Ị 

Dặt t=x+y>6 

t 2 1 

Ta có p > ——— + -{3t + 2) = f(t), Khão sát ham số f(t) trên r6; +x Ị 

t-2 ựio L ' 

Từ đó suy ra f(t) > f{6) - 9 + 2-v/ĨÕ, Dấu bằng xáy ra khi X = y - 3 
9} Dự đoán dấu bằng xảy ra tại X = 3z;y = 0 
+ Nếu 2=0 thi dan đến vô lý 


IX - az 
|v = bz' 


+ Nếu z * 0. Đặt 

Tù giả thiết (a +1 ){a + b) = 4a ^ b = 


3a — a 
a + 1 


>0=>ae[0;3],be[0;l] 


Mặt khác ta củng có a + b = - ' - fe[ữ;3] 


4a 
a+ 1 


m 


16 25 

H-— H-— 

b +1 a + 1 a + b 


> (a + b + 1) 


25 25 

■ + ■ 


a+b+2 a+b 

< IxxỊữỉsíí 
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Khâm yhiĩ bi iỊiiỉỷêì chuìỹẻn đê PT t hút PTy hệ PTy biĩt ĐT - Nguyễn Tĩiỉtig Kiêỉỉ 


Xét hàm số f(t) = (t +1) 


25 . 25 


^ t + 2 t 


với te[0;3] 


32 _ 34 

Khảo sát hàm số f(t) suy ra mínf{t) = f(3J = ^ => Pmirt = y . Dấu bằng 

xảy ra tại t = 3 o X = 3z; y = 0 

10) Ta có: 


H 2 

(b + c) c 2 +b 2 4bc 

-—-—— + + 

v _ t bc bc ih^ r 


(b+c) 


1 + 1 


Ịịb^l 

bc 

v 2 


4bc 


f b+c )‘ 


(b+c) 

Đặt t = - => t > 4 . 

bc 


Khảo sát hàm số f(t) = 1 + >/t + — suy ra f( t) > í (4) = 4. 

Dấu bằng xảy ra klii a = b = c 
11) Theo bất đăng thức Cauchy - Schwarz ta cỏ: 

í „w (x+y+2} : ( Z+ 1) 2 

z + xy = (x + l)(y + ỉ Ị < —— = -— 

, y 3 ' [ xỉ+ y 2 f . (>;v ) 2 

x + yz y + zx x 2 + y 2 +2xyz X 2 + y 2 +Ịx 2 + y 2 |z 


: . x 2 + y 2 J x + y) ( z-1 )' 

Z+1 Z+1 Z + 1 


-D^ ( z_1 ) 2 . 4z 3 , 28 . 

Vậy p>~ -4y + —- 4- ———y = f(z) . 

' 2(z + l) ( z + 1 ) 2 ( z + iỊ 2 

53 t 5 

Khao sát hàm số f{z) vói 7 > 0 => min r — X — y = — ; 7 , — ^ 

8 3 3 


12) Ta cân đưa vê hãm một biến theo z 

v 2 


-p n _ ( z + z >/xỹ) 2z ị ỵi~Ý 

Ta có: p - —- — -+ -- 7 z + z Jxy 

(x + y)(z 2 +l) (z 2 + i)/( 2 2 + i) 
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_ 2 i—» 

Ịz + z fiỹ) «*( z + xyz) + 2z 2 ^ = z(x - y) + 2z 2 ,Jĩcy . 

Tù đó ta suy ra 

Ịz + 7-iỊxỹỴ < z(x -y) + 2z 2 yỊxỵ < 4? 2 + z 4 yịộí-ỹ) 2 +4xy - 47? + 7 '* (x + y) 


Ta có p < 


2 2z 

Vz 2 +1 Vz 2 + l(z 2 + lỊ 


= f(z) 


Khão sát hàm số f{z) ta có f(z) < f(l) = 4Ĩ , Mặt khác khi 

X = 4Ĩ- + 1; y = Vĩ — l;z — 1 thi dấu bằng xảy ra nên suy ra Pmax = V 2 

13) Sư dụng bất đang thức Cauchy- Schwarz ta cỏ: 

X y X 2 y 2 (x + y ) 2 

—— h —-—=*— -■<---> -—- 

Ỵ + z z + x xy + xz yz + xy 2xy 4- z(x + y) 

Từ đó suy ra 


p> 


(x+y) 


'*+y ' 2 
z ì 


{ mr y 


+ 


X + y 


X + y 


(x + yý 

ĩ 

2 z 

(x + y ) v +z(x + y) x + y + z 


X + y 



V z . 

- , 2 

l 2 Í 

X + y ì 

+ I x+y + i 

{ 


z 


Đặt t --— => 0 < t < 1 ta có p > 3 —— + ^ = f( t) 


Khảo sát hàm số f(t) ta có: f'(t) = 


2 t +1 t + 1 

1 


-7r-6t-l 


(2t + lf (t + 1) 2 Ịt + lỹ 


<0 nên 


4 

hàm số f(t) nghịch biêh: Suy ra minf(t) - f(l) = ^ w 

x'* + y' ì - 64 => 2xy^xỹ < 64 <=> lỊxỹ < 2 Vĩ 


z = X + y 

* = y 


14) Đặt 

Ta có p 


a = xc 
b = yc 


l , xy ị , xy 

(x+l)(y + 1) x + y xy + x + y + 1 x + y 




Í0ỘỘÍ 
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Khâm phả bi iỊiiỉỷêì chuifẻfĩ đê PT t bất PT, hệ PT, btỉt ĐT - Ngưỵềiĩ Tnitig Kiêìĩ 


Khảo sát hàm số f{ t) - — - — 4- 4 f t e í0; 2ĨĨÃ ta suy 

(t + 1) 2 2 ' -I 

Maxf(t) = \/ĩ + 1 - 

(2^4 + l) 

Dấu bằng xây ra khi và chi khi a - b = IsỊĩc 
b = xa 

=> 0 < X, y < 1 

c = ya 

Bất đăng thức cản chúng minh có dạng; p 


ra 


15» Đặt 


Ta có F = 


+ (2x + 2y-5) 


1 X y 

——-—— + - + ■ - - 

5(x+y + l) 5-2y 5-2x 

1 1 ì 

_ “——“ + “—— 

5(x + y +1) ' \5 - 2y 5 - 2x J 

, X 1 4 

Theo bất đăng thức Cauchy-Schawarz ta có: —- + _ > - —— - 

& 1 5-2y 5-2x 2(5 - X - y) 

Vì X -í-y < 2 =* 2(x + y) - 5 < 0. 

, , 1 1 ì (2x + 2y-5) 

Suy ra (2x + 2y-5 ——+——- <2^ — —- 

^ 5 - 2y 5 - 2x j 5 - X - y 

Như vậy ta có: p < —---+- 2(2x + 2ỵ —5) 0 ặ t t = x + y < 2 

5(x + y +1) 5-x-y 

Ta có Pá—!—+ -^--l = f(t) với t £ (0; ĩ] 

5(t+l) 5 -1 v J 


5(t + l) 

Khao sát hàm só f(t) ta có f'(t) 
11 


25(t + l) 2 -(5-t) 2 
á f'Ểtl = —i- 4 ->0. Ti 


5(t + l) 2 (5-t) 2 


Từ đó suy 


p<f(t)<f(2) 


15 


Dấu bằng xảy ra khi a — b — c 
16) Từ giá thiết ta suy ra 

6 , , (x 2 4-y 2 ) 

— = X 4 +y 4 + 4 > V ; 

xy 2 


+ 4 > 2x 2 y 2 + 4 


<=> 2x 3 y 3 + 4xy - 6 < 0 o 0 < xỵ < 1 
Ta viết ỉại biêu thức 


ra 
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p Ị Ị x + y + 1 1_ * + y 

(2x + l)(2y +1) X 2 + y 2 - ] x + y+4 2(x 2 + y 2 -l) 

(2x +14- 2y 4-1)“ 7 

(Do (2x + l)(2y +1) < -—--— =(x + y +l) z ) 

Mặt khác ta cũng cỏ: X + y < yịĩ(x~ + y 2 ) suy ra 

PEU -, •' -ỉặặị 

^2(x 2 +y 2 ) + l 2(x 2 + y 2 -l) 

Đặt t = ^lỊx 2 + y 2 j. v - 

Từ gia thiết ta có: 

(x 2 + y 2 r +4 = 2x 2 y 2 +™ = 2x 2 y 2 + — + — + — £2 + 6- 8 
V > xy xy xy xy 

do — + — + — > 3 J —r > 6. Như vậy X 2 + y 2 > 2 
xy xy xy Ỹ(xy)' 

1 t 

Khao sát hàm số f(t) = 1 + ——7 —T—— vói t > 2 ta rim được 

t+1 t 2 -2 

. „ 1 

minP = -7 khi x = y=l 

3 

17) Áp dụng bất đăng thức Cosi ta có: 

/ ,_ w _ , v a+b+4c a 2 +b 2 +4ac + 4bc 2 .2 _2\ 

(a + b)y(a + 2c)(b+2c} <(a + b)- =--<2Ịa 4-b +c I 

Đặt t = ^|a 2 + b 2 +c 2 ị + 4 > 2 

Suyraf(t)<^- 9 =f(t) -?CN 

t 2(r-4) 

Khảo sát hàm số f(t) trên (2; +Tf-|) ta có 
t 2 (t 2 —4) 2 


Do 4t 3 + 7t 2 -4t-16 = 4{t 3 -4) + t(7t-4)>0Vt>2 



























KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìịên đê PT, bất PTiiỊ' PT, bti t ĐT- \$Hụền TruiiỊỊ Kiền 


Lập bang biến thiền cua hàm số f(t) ta suy ra p < í(4) < — . Dấti bằng xảy ra 

8 

khỉ a=b=c=2 

18mcỏ49-P= ĩ2(b + c ~ a) + 12(a + i: ~ b) + 2S<a + b ~ I:> 


Đặt 


b + c - a = 2x 
a + c - b = 2y 
a + b - c = 2z 


a = y + z 
b = X + z 
c= X + V 


4b 3 4b 

Tù điều kiện: -^>a-c>^-b=>a<^r + c<b + c=>0<4x<z<9x 
■ 5 5 5 

-J 1 s O A 24x 24z 50x 

Ta cỏ 49 - p = A - — + —— + —— . 


x+y z+y z+x 

.. ~ fí„\_ 24x 24z , 50x 

Ta cơí đây là ham số của y vớt f(y) = —— + —— + —— 

x.+y z + y z + x 


f'ty) = 


24(z-x)(y 2 -zx) 


(x + y) 2 (y + z) 2 


;f‘(y)=o«*y = ±VẼX 


Dể thây y — > ±00 thì f(v) > 64. Ta xét tại hai giá trị y — ±i/zx 

Tinh « 1 — ± 8 ^L ■ Mz - 48t I ” 

V / J— í — ' y X/. j — t — J— T T ^ 

yịx — yZ z + x Vx+\/ z z + x t+1 t z ±1 

"£•[&] 


vó ỉ 


Khao sát hám số f(t) suy ra f(t) > f 


ì 


56=>P<-7 


Chú ý: Ta chi cần kháo sát hàm số f{Vxz) vi dễ thấy f{\/xz) < t'(-\/xz). 

19) Ta có a 3 + b 3 + c 3 — (a + b + c) 3 - 3(a + b)(b + c)(c + a) <27- 24abc 
Suy ra ta có: 

ệ 3+t,3 * c3 +8%£<^|^+8%£=j5^£48%ta 

Tói đây chi còn mồi một biến ahc ĩìẽn ta nghĩ tói phương pháp hàm số để 
kháo sát hàm một biến, 

Đặt: t — abc. 
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Suy ra f(t) = 3 / 9 -8t + 8^t vói t = abc<( a + k + c f = 1 =*0 < t < 1 

3 4 . 

- fi ,881 1 
Ta cỏ: í (í) = Ị = + —= = - -= - " ■■—= — 

3^(9 -8t) 2 3y t 2 3 [yt 2 f(9-8t) 2 

Ví (9-8t) 2 -t 2 = (9-9t)(9-7t) = 9(l-t)(9-7t)>0=>f'(t)>0 
Suy ra: í{t)< f(l) = 9 
Suy ra ta cỏ điều phái chửng minh. 

Dấu = xảy ra khi a = b = c = I 

20) Giá thi* viết u thinh ì ‘<H*y+ ?*+"«> .5 

(x + y+ z)- 


Đặt: a - 


4x 


,b = 


4y 


,c = 


4z 


thi ta có: 


x + y + z x + y + z x + y+z 

a 4- b + c = 4, ab + bc + ca = 5 

Ta phái tim BCTLN, GTNN cùa biêu thức: 

20 


Ta phái tìm BGTLr 


a(a 2 -4a + 5) 


= f(a) 


Ta dễ thấy : (b + c) 2 > 4bc =>(4 — a) 2 > 4(a 2 -4a + 5)=^^<a<2 


Đển đáy kháo sát hàm số f(a) ta tim được GTLn, GTNN 


Chu ý: Việc đặt a - 


4x 


,b- 


X + y + z X + V + z 

chu ân hỏa đế chúng minh bất đăng thức 


21) Áp dụng BDT AM-GM thì ta có: 


— t c _ ——— thực chất l 

+ y + z x + y + 2 

ị thúc 

11 ^ 2 
(l+bf + (l+cf s (b+ l)(c+l) 

(l + b)(l + c)<Ị(2 + b + c) 2 
4 

16 


thục chất là kỳ thuật 


Do đỏ ta có: p > —-—— +--- H-—-— 

(1 + a) 2 (2 + b + c)" (1 +a)(2 + b + c} 2 

Mặt khác tù gia thiết ta có: b + c =Ị a(b 2 + c") > 1 a(b + c) 2 b + c < - 

2 a 







ịỉĩỉHi 
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Khâm phả bi iỊiiỉỷêì chuifẻfĩ đê PT t bất PT f itị' PT? btỉ t ĐT - Ngưỵềĩĩ Trung Kiên 


1 s 

Da đỏ ta có: p >--—- 4- 


16_ 2a~ +1 4a 2 

7 — 2? “(a + l) 2+ (a + l) 3 


<l+a )- 


r 2Ỹ 

2+ , 

a ' 


(1+a) 


2 + 

a 


2a 3 +6a 2 +a +1 _ 2 5a + l 


(a + ly 


(a + ly 


g _ . f 'í 

Xét hàm số: f(a) = 2 - 3 Va > 0 ^ f(a) > f 


(a + 1) 

Dấu ■ xảy ra khi và chi khi: J 


15 


91 

108 


1 

a = _ 

5 

b - c = 5 


Kết luận: MĩrtP = —— 
108 


1 

a = — 

5 - 

b = c = 5 


Suy ra 


22) Ta có Vsbc = 2-Jb.2c < b + 2c Suy ra --— —— > —— -.. 

2 a 4 b + V8bc 2(a 4- b + c) 

Mặt khác, ^2{a + c) 2 + 2b" > (a + c) + b 

_=±_ >__±_ =>" p >—Ị—- —Ị—.. 

3 + ^2(a + c) 2 + 2b 2 3 + a + b + c 2<a + b + <;) 3 + a + b + c 

. 1. 1 8 

Đặt a + b + c = t, t > t). Xét hàm so f{t) = ” ——-, t > 0, 

2t 3 + t 

Ta có f (t) = —4 + - 8 T = 3 * t ~ ĩ ^ 5t4 l^ ,t>0Suỵraf'(t)>0ot>l. 
2r (3 + t) 2 2r(3+t) 2 

3 

Tù bang biến thiên suy ra f(t) > f(l) = — ^ , vt > tì 


Như vậy p > 


Dấu đảng thức xảy ra khỉ 


a + b 4 c = 1 
b = 2c <=> < 
b = a + c 


a = c = -7 
4 

b-ì. 

2 


231 Giả sú 0 < a < b < c < 3 

c .. |a(a-b) <0 

Suy ra <=> < 

a(a -c) < 0 


a~ -ab + b z < b“ 

2 2,2 
a - ac + c <c 
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Do đó p<b 2 c 2 (b 2 -bc + c 2 ) = b 2 c 2 £(b-c) 2 -3bcJ 


, t ị a + b + c = 3 
ừ í . 

[0 < ầ < b <, c < 


Từ ị tacỏb + c<a + b + c=>b + c<3o 2\Ịbc < b 4 c < 3 

h)<a<b<c<3 


Suy ra 0 < bc < 3 
4 


Từ đó ta có p < b~c J (9 - 3bc) 

Xét hàm so f(t) =-3C-9t 2 với 0 < t < — f ; (t) = -9t" +18t 

4 

Lập bang biên thiên cùa hàm so f(t) ta suy ra p < f(2) -12 
Vậy GTLN p -12 khi a = 0; b = 1 ; c = 2 và các hoán vị 

a 2 b 2 c 2 

24) Theo bất đăng thức cỏ si ta có: 3 - + b > 2a;—- 4 c > 2c; — 4 a > 2c tù đó ta 

b c a 

a 2 b 2 c 2 

suy ra - 4 —“ + —- > a 4 b 4 c .Cũng theobât đăng thức Cô si ta có: 

b c a 

( 2 a + 2 b + 2 c ) 3 g . .3 fa + b + c ) 3 

{a + b)(b + c)(c + a) < -——-= 3 —í ạ + b + c y và abc < -——-. 

27 27 k * 27 


Từ đỏ ta cỏ: A > 


■ + a + b + c . 


^(a + b + c) 3 + ^ỹ(a + b + c)” 

t 3 

Đặt t =a4 b + c suy ra be{0;3]. Khi đó ta cỏ: A > 14 = f(t). 

t 3 

Xét hàm số f(t) = +1 trên t e (0; 3 ] 

Ta cổ t '(t)= ■ — <0Vt e(0;3] nên hàm số f(t) nghịch biến, 
t 

Suy ra f(t) > f(3) = 4 
Vậy minA=4 khỉ a=b=c=l 

25) Từ già thiết ta cỏ: 2i ^ + k j +1 = (a 4 b} + 2 
Theo bất đăng thúc Cô si ta có: 

( a + b) +2 Ịi + ij > 2 l 2(a +b, u*b) = ỶU + b ) 


11 

Ũ b. 


b a ' 


44 . 
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KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìịên đê PT, bát PT iiỊ' PT, bti t ĐT- \$Hụền TruiiỊỊ Kiền 


Từ đó suy ra 2 






1 +1 > 2J2| — + — 1 + 4 04 — 


; 5 
>— 

2 


1 r 

Đặt t = f + — thi A = 4t 3 -9t 2 -12t + lSs=f(t) 
b a 2 


Kháo sát hàm số f(t) => f{t) > í 


ía\ 


v2y 


23 

4 


26) Từ giá thiết ta suy ra 0 < ă < ^ 

Tã viết lại A = a(b + d}{e + e) + cd(b + e - a) 
Theo bất đăng thức Cô si ta có: 

(b + d+c + e)' (1-a) 2 

íb + d)(c + e) < K - t = 

4 4 

(c + d + b + e-aý* (l~ 2 a) 


cd(b + e -a) < 


27 


27 


Suy ra A < —Ị—(-5a^ -6a“ + 3a + 4Ì 
1 108' 1 


Khảo sát hàm số f(a) = —5a 3 -6a 2 + 3a + 4 trên 0 < a < i ta có 

5 


f(a) < f 


1^5 J 25 25 


, ì 

Dâu bang xảy ra khi và chi khí a-b = c= d= e = ~ 


Suy ra: VT = 


Ta có: a 3 + b 3 + c 3 - 3abc = (a + b + c)(a 2 + b 2 + c 2 - ab - bc - ca) 

2 , u2 , 


(a + b + c)(a + b + c — ab - bc —ca) 


1 3 Iti 1 i 

, (a + b + c) 2 -2] 

Ị cl T T t 1 

Á 

2 


Dặt t = Ịa + b+cj => 0 < t < ìịó 


Ta có VT = t 


7 «^ 

t 2 -2 


= -^ + 3t 
2 
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J 3 -5 

Xét hàm số f(t) = - — + 3t, t e (O; & ] => f'(t) = ~ t 2 f3,f'(t) = Oot= Jĩ 

Lập bang biển thiên hàm số f(t) ta suy ra í(t) < iị^Ỉ2 Ị = 2 <\Ỉ2 
28)Khỏng mất tính tỏng quát, ta gia su a > b > c 

Đặt f(a/b, c) = ab + bc + ca ” 12| a 3 + b 3 + C" Ị Ị a 2 b 2 + b 2 c 2 + c 2 a 2 Ị 

Ta sẽ chứng minh: f (a,b, c) > f (a, b + c,0). 

Thật vậy ta có: f(a,b + c,0) =a{b + c)- I2^a 3 +(b + c) 3 a 2 (b + c}~ 

Mặt khác ta có: ab H- bc + ca > a(b + c) vã 

a 3 + b 3 + c 3 <a 3 + (b + c) 3 ,a 2 (b + c) 2 >a 2 b 2 + b 2 c 2 + c 2 a 2 

nên ta suy ra f(a,b,c) - f(a,b + c,0) > 0 

Cuối cùng ta chứng minh: f (a, b + c,0 | > 0 1 > 12ab(a 3 + b ■) vói a + b = 1 

_(a + b) 2 1 \L* 

Đặt t = ab => ũ < t <---- 4 . 

4 4 

Bất đẳng thức cần chứng minh trở thành: 

12t(l-3t)<1 <=>36t 2 -12t+lặO<=>(6t-l) 2 >0. 

Bất đăng thức này hiên nhiên đúng. 

a + b = 1 

Dấu bằng xảy ra khi và chi khi 


3-& , 3-S 

1 <=>a = —~~;b = —4“ 
a.b = 4 6 6 

6 


Suy ra dấu bằng trong bài toán xảy ra khi và chi khi (a,b,c) là hoán vị của 
" 3-& 3-& 


bộ số 


;0 


6 6 

29). Không mất tính tông quát ta giá sư: X >y >z 
2 2 2 5 

Khi đó A = 


X-Ỵ y-z x-z ^xy + yz + zx 


. 1 I I 

Mặt khác ta cùng cỏ bất đáng thức sau: — + 4 - 




A = 2 

































KhiUỉi phá hi íỊíii/êt chuìịên đê PT, bất PT iiỊ' PT, bti t ĐT- \$Hụền TruiiỊỊ Kiền 


Hay 


Â> 10 


<3> A > 


ĩ | 1 ) _ 2 & _ 20^/2 

" 2 2ựxy + yz + zxJ ^(x-z) 2 + 4(xy + yz + xz) Jíx + z)(x + z + 4y) 


20>/2 


ựtl-yKl + Sy) 

Theo bất đáng thức Cô si thì 

V(l-y)(1 + 3y) = ^.2V(3-3yKl + 3y)<^(3-3y + l+3y) = ^ 

Từ đỏ suy ra A > W\fb 
Dấu bằng xảy ra khí và chí khi 
<3-3y) = (l + 3y) 

« X 4- y + z = 1 OX- 

x -y=y- z 

30) Đặt a = x;b = 2ỵ; c = 3z . 


2 + Vb__ 1 2--Jé ....... 

--—; y = —; z = ——— và các hoán vị cua nỏ 

6 ' 3 6 


Từ đĩêu kiện suy ra x,y,z > 0 và xy + yz + zx - 1 
Khí đó p = -J— + -J— + 


x 2 +l y 2 +l z 2 + l 
Đê ý rằng xy,yz, zx < 1 

Đăng thức xy + ỵz + zx - ] giúp ta nghi đêh hệ thức lượng trong tam giác: 

_ A B c ... , ., , 

Đặt X = tan--; V - tan—;z = tan — . Khi đó ta có: 

2 y 2 2 

p - CO® — + cos -T + cos — 

2 2 2 

; 2 A A _B-C 2 A . A 

= 2 — sin — + sin— cos--<2 —sin — + sin — 


"V ^2 

9 Ị ĩ . AÌ 
4 u 2) 

Jhf * 2ị ¥ I 1 


<2 

4 


Dấu băng xảy ra khí và chi khi 

1 „ . 1/3 . 23/3 _ /- 

, . * . (x + y+x + z) 2 

31). Áp dụng bất dâng thức Cossi ta có: ( X + V )( X + z ) <- -— - 


388 Ét 







































Ch/ TiVHH MTV DVVH Khang Việt 


4 (x + y + x + z) 2 

——--—— <- : — -—, Đặt 2x + y + z = t ta có bất phương trình: 

3(2x + y + z) + 2 4 ' 

— c^(t-2)Í3t 2 +8t + 1bỊ>0<^>t>2. 

4 3t + 2 K l\ ỉ 

Suy ra 2x+y 4- z > 2 y 4- z > 2x o (y + zỴ > (2 - 2x)“. Ta có: 

2 2 

2x 2 + y 2 + z 2 > 2x 2 + — > 2x 2 + ^ = (2x -1 ) 2 +1 > 0. Suy ra 

p = 14 12x * 2 < 1 + 12x ~ 2 = 1 + 6x - - — = f(x). Khao sát hàm 

2x 2 + y 2 + z 2 (2x-l) 2 + i 2 x 2 -2x + 1 

2 1 

số £(x) trốn <0; 1] ta suy ra maxf(x) = 10 khi x = ^;y=z- ^ . 

32). Gìái: 

Không mất tính tông quát ta gìá sư a > b > c. 

Từ giả thiết ta suy ra ab„bc,ca e[ũ;lj. 

Đế ý rằng: 

1 + ±, ^i£^ + ^i_ = (b+c )[ ' 1 1 

a + b a + c (a + b)(b + c) (a+c)(b + c) Ịl + b 2 1 + c 2 / 

1 1 I h 

Mặt khác ta cỏ bô đê sau: ——r +——— > 1 +-—-— (*) (Điều này xuất 

l + b 2 1 + e 2 l+{b + c) 2 

phát từ ý đjnh dồn c về biên 0) 

Thật vậy sau khi quy dồng và thu gọn thì bất dảng thức (*) tro thành: 


bc 

[’■ 

-2bc- 

bc(b + c) 2 


( 1+fc2 Ị 

(l + c ; ) 

[l +(b + c) 

2 ] 


Ta cân chứng minh: 

2-2bc -bc(b + c) 2 > 0 <=> 2(ab + bc + ca)-2bc- bc(b + c) 2 >0 

w 2a(b + c)- bc(b + c) 2 > 0 

Nhưng điều này là hiến nhiên đúng do: 

2a(b + c) - bc(b + c) 2 = (b + c)[2a - bc(b + c)] >(b + c)[2a -(b + c)]> ữ 
Quay trở lạĩ bài toán: Bất dáng thức cần chứng minh cỏ dạng: 
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* b + c 1 5 I 1 ^ 5 

b + c + — + > — b + c + + —-—— — — > ^ 

l + (b + c) 2 b + c 2 b + c ĩ 2 


b + c 


+ b + c 


Đặt t - b + c + 


ĩ 5 


b + c 


t > 2 . Ta quy bài toán thành: 


t-f---^->Oc*'Ịt — 2){2l-l)>0. Diêu này là hiến nhiên đúng. 
Khi a = b = l;c = 0 thi dấu bằng xây ra . Vậy bài toán kẽt thúc. 


33). 


Ta có: 


1 1 _ r 1 . 1 

. = + , = = = vb+c , + . 

v<b + c)(c + a) -ự(c+a)(c + b) L\/b 2 +l v^+l 


Xét biếu thức A = ■ + ■ => A 2 = 


\/b 2 + 1 'Ịc 2 + 1 


_\lb ỉ +1 Vc 2 +lJ 
1 1 2 
b 2 +l c 2 + l VP+d/c^+Ĩ 

Mặt khác tạ có: 

(b 2 4- l)(c 2 +1) — ị (b + c) 2 4-1 = bcíbc — 2)<Qg» > 

L J iW+««?+!) V(b + «f+l 


1 ĩ 1 

Ap dụng bài 32 ta củng có: ——— + ■——— >14- 


14- b 2 1 + c 2 14- (b + c) 2 
Từ đò suy ra: VT > ì=i— + Vb + C + - 

VbTc ]Ịị 


b + c 


Ị{b + c) +ĩ 


Đặt t = v/b + c + . ^ = > 2 th’r ta cần chứng mỉnh: t + - >2 + —“= 

vb + c Vt 2 -2 


Xét hàm số f(t) = t + 


sl 


r - 2 


với t>2 thì f'(t)=l- 


t r- 2 )- 


F{t)=Q<^(t 2 -2) 3 - t = 0o(t 2 -2) 3 = t 2 . 

Đặt t 2 = a > 4, Xót hàm sổ g(a) = a 3 - 6a“ 4- l ia—8 ta có 

g'(a) - 3a 2 - 12a 4 - 11 > 0 với mọi a >4 
Suy ra g(a) > g(4) > 0 . Suy ra f(t) là hàm số đỏng biến. 

Suy ra f(t) > f(2) = 2 + -!=. 

ựĩ 


x-i 
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34) Ta viết lại điều kiện thành: 3(a + b + c) = (a + b)~ + c 2 > ----- 

Ịa + b + cỊ 2 -6(a + b + tỊ<0o0<a + b + c<6 


suy ra 


Ta có: p = 


a 2 a ^ a 2 1 (a+l) 2 

- ,-+——r ^ -—--+ ——— >-' — -L - 

(a + b^+a a+c ~ (a + b)“+a a + c“ (a + b)“+c 2 +2a 


> (a+l) 2 , M 2 _ 

3(a + b + c) + 2a 18 + 2a 


f(a) 


(a + 1) 2 1 

Xét hàm sổ f(a) = —— 4— vói a>l. Ta tìm được GTNN cua f(a) là 4 khi 

Ĩ8 ♦ 2a 5 

a = l;b = 2;c = 3. 














